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LICENCIATURA EM ENGENHARIA CIVIL
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RESISTENCIA DE MATERIAIS
DEFORMAGAO - INTEGRAGCAO DA ELASTICA ISABEL ALVIM TELES

ENUNCIADO

Considere a estrutura representada na figura.
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CARACTERISTICAS DAS BARRAS
20cm
Barras
AB,BCe CD E =50 GPa Secgdo:
‘4
/‘/ IlOcm
Barras E =100 GPa Secgao: )l—
CE, EF, FG e GH I
— ()5'@

Resolva as alineas seguintes desprezando a deformabilidade axial das barras.

a) Determine o deslocamento linear maximo do tramo AB;

b) Determine o deslocamento angular e deslocamento linear da sec¢éo C;

c) Determine o deslocamento angular e linear de uma sec¢do da barra CE que dista 0,8 m de C;
d) Determine o deslocamento angular e deslocamento linear da seccdo D;

e) Determine a rotagdo das barras AB e BC em torno da rétula B;

f) Esboce a deformada da estrutura, indicando os deslocamentos na barra CE;

g) Determine o deslocamento linear da seccdo H;

h) Determine a intensidade e sentido do momento a aplicar em C que actuando conjuntamente
com as acgles ilustradas na figura, provoca um deslocamento vertical da sec¢do G de 2mm (V).
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RESOLUCAO
Cdlculo das reaccdes

SR =0 Hp +Hg -21+9=0
Toda a estrutura < > F, =0 = <V, +V; =15
> Mg =0 21%1,5-3H, +9%1-15%1,5+3V; =0
Corpo AB SMg=0 = 21x1,5-3H, =0
10,5kN
= 10,5kN
Ha = 10,5kN () Af«ﬂzf_
; V, = 10,5kN (1) -
Reaccdes -]
Hg = 1,5kN (=) il
Ve =4,5kN (1) 03
—Z
: 3
E H G
1,5kN bl
— 3P 5KN/m
A EEERRRERERRRRRERY
/N\E F
—1D
9kN 45kN
Caracteristicas das barras
b=0,12m 3
Barras AB,BC,CD E=50GPa El =50x106 x 212X0,20° _ 4555 (Nm2
h=0,20m 1
b=0,12m 3
Barras CE, EF,FG, GH {h 10 E=100GPa  EI =100x106x% = 1000 kNm?
=0, m

Referenciais e constantes de integracio

>

ZlI

C1
C2

z
Ely'=- [ M@zdz+C,
0

Z 7
Ely=-[ [M@dz+C,Z+C,
22$§D %3 00
c C4
73| |>za C7 NE F
D 82 Cs
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a) Deslocamento linear maximo do tramo AB

Tramo AB | M(z;) = 10,57, - 3,5212

Ely'=3 5212—10 52,
Ely'= 35 105

+C1

EIy—3521 105

2, +GC,

Condigdes fronteira yﬁB =0 = C,=0

viB=0 = 3534 10533+3c1+o-o = C,=7875

TramoAB | 9 =y'= L (3273 10372 ,54:5
4000 | 3 2
S=y=— (32 z,%- 10521 +7,8752,
4000 | 12 6

Deslocamento linear maximo = y'=0

y=_ 1 (35,3 105
2

— +7,875]=0 = 3273.103;2,7975-0 = 7,=15m
4000 \ 3 2

3

1 3,5 10,5
Omax = Y(z1=15) = 7rr (— 1,5%-

—21,53+7,875%x1,5| = 1,846x10°3m = 1,846mm ( )
4000 \ 12

b) Deslocamento angular e deslocamento linear da seccdo C

Tramo CE | M(z4) = -9+10,5Z4 —2,5Z,°

Ely’= 2,5242—10,524+9

105 2492, +C,

.1 (253 105. 2

=1 (22,310 +C

y 1000(3 47Ty e 7)
Ely = 22 2,0 ~2022,2 44522 +C, 2, 4Gy

12

1 2,54 105
=—|==7Z —=7 +452 24C,2,+C
y 1000(12 4 4 4 744 8)
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Condigdes fronteira yEE =0 = (Cg=0

CE _ 2,5 .4
=0 = 3
YE 12

~10533 4 4 5x32 +3 C;+0=0 = C,;=-3,375

TramoCE | B8 =y’ = 1 (2,5 7,3 - 102,5

Z,2+92,- 3,375)

1000 \ 3
1 2,5 4 10,5 3 2
5= — =27, -=—7,°+452,°-33752Z
Y~ To00 (12 4 "7 o 4 “)
Tramo BC | Mz) =-97,
Ely’'=97,
9,2 1 ( )
Ely'=22,°+C = 4,572, +C
y 7 22 3 y = 2000 2 3
_9,3 1 ( )
Ely=22,°+C32,+C, = y=—— 1,52,>+C3Z,+C
y 62 36274, y 2000 2 36274
Condicdes fronteira | 8¢ = = C,=0
=6 = L (a52,2+¢)=-L (237,3- 1052 +97, -3,375
40 1000 \ 3
= L (a5x052+cy)=-2305 o =-14625
4000 1000
TramoBC | 9 =y’ = —1 (4,5 2% —14,625)
4000
5=y=-1 (152, 14625 7,)
4000
5 BC _ pBC 1 2 _ - 3 Q
Seccdo C 0¢ 6(22 05) = 2000 4,5x0,5 14,625)— 3,375 x107° rad
CE _pnce _ 3,375 A
ou B¢ 6(24 =0 = " 1000 = -3,375 x1073 rad
Ohoriz = YE© = 40100 (15 0,53 -14,625 xos) = -1,78125 x103m =-1,78125 mm (- )
6vert =0
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c) Deslocamento angular e linear de uma secc¢do da barra CE que dista 0,80 m de C

SEC§50 E CE 1 (2 5

’ 3 _
Ozs=0s =000 3 %

10,5
3 2

0,82+9%0,8 - 3,375) = 0,892 x1073 rad ¢
Ohoriz = y2¢ =-1,78125 x103m =-1,78125 mm (- )

— CE _ 1 2,5 4 _10,5 3 2 _ _
Swet = ¥{F,-08) = Tog5 (E 08% -=208> +45x087 ~3375 xo,s)—

-0,631 %103 m = -0,631 mm (1)

d) Deslocamento angular e deslocamento linear da seccdo D

Tramo CD | M(z3) =4,5-9Z3
Ely'=9Z5 - 4,5

._9_2 , 1 9,2
Ely'=2Z3%-4,523+C = y=——|22°-4523+C
y 243 37Ls y 4000(2 3 3 5)
9,3 45 1 9,3 45
Ely ==23"-—+2Z 24 C2,+C = =—— [2z3- 22724 z2,4C
y 6 ) 53 543 TLg y 4000(6 3 2 53 543 6)
Condigdes fronteira | D = yBc _, G _ 1 (1 5x0,5%-14 625><05) s Cg=-7,125
4000 4000
G _ 1

6P =6 =

205 = 7000 (a5 2,2 ~14,625) = C5=-135

Tramo CD e=y':-¥L—(4szf——4523—1&5)
4000
d=y=-— [1523- %272 1357,-7,125
4000 2

Seccdo D ¢b — gCb _1 2 _ - . -3 Q
05 9(23 —0,5) 2000 (45 x0,5°-4,5%0,5 135) 3,65625 %10~ rad
- oo - 1 3 _ 45 2 3 5
Ohoriz = Vb = 7-—|15%0,5° = =£=x0,5° - 13,5%0,5-7,125 | = -3,5625 x10°m =
4000 2

=-3,5625 mm (- )

6vert = 0
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e) Rotacdo das barras AB e BC em torno da rétula B

BarraAB 65° =y'7,=3) = L (3’5 33 1(;5

— 32+7,875| =-1,969%1073 rad
4000 \ 3

BarraBC ©O5C =

. 1
Y2220 = 2555 (4 52,°-14 625)— -3,656x10° rad D

f) Deformada da estrutura

Seccdo C
B =9 _ = (3375 -3,375 x1073 rad A
24=0""" 1000
1 ]
Ohoriy = VB¢ = 2000 (15 0,53-14,625 xo5) = -1,78125 x103m =-1,78125 mm (- )
6vert =0
Seccdo E 1 (25 10,5
CE _ — 4,0 a3 _ 2 - -3
B8E" =007, =3 = To00 ( s =232 +9x3- 3375) 1,125 x10%rad "/

Shoriz = YE&¢ =-1,78125 x103m =-1,78125 mm (- )
6vert = 0

Deslocamento linear maximo = y'=0

10,5

2223 2222, +92,- 3,375 =0

3
= 7,=051939m e Z,=2,14448 m

1 (st 1(;5

== 7,2+92,-3375|=0 =
1000 \ 3

1 2,5 10,5
Oméx = Y(za=0,52) = ( 2, -

— 23,3752, | =-0,769x103m = -0,769 mm (1)
1000 \ 12

1 (g 7,4 ~105

— 3+4572,%-3,375Z, | = 0,6044x10> m = 0,6044 mm ()
1000 | 12 6

Omax = Y(z4=2,14) =

5=0 = y=

1 (2,5 2, 10,5

— ®+4,57,°-3,3752, | =0 = Z,=1,325m
1000 | 12 6
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AV
1,5m

1,846 mm |<=—

i
1,78 mm 3 0,604 mm

0,769 mm v Am

3,56 mm
f=—1,325 m —

2,14m |
3m |

|
[
|
[

g) Deslocamento linear da seccao H

BEt = -1,125 x1073 rad N/

G
cos a = 05 GE
/1,25
a
sen a =
1,25 E !
-—— — F
5 Oc \&,,/" pa
H _ -
=tgB= 0
J1,25 FoE
o 1,125 x10°3
1,25

Oy = 4/1,25 x1,125 x102 =1,258 X103 m = 1,258 mm (R)
O™ = By cos o = 4/1,25 x1,125 %1073 X% = 0,5625 x103m = 0,5625 mm (1)

7’

hor ,total — hor —
3" = 5+ OfFT =

1,78125 mm (- ) + dysend ()=

= 1,78125 mm - /1,25 1,125 x1073 x \/11? = 0,65625 x103m = 0,65625 mm (- )
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h) Momento em C que juntamente com as restantes cargas provoca um deslocamento vertical da G

igual a 2mm (J)

Deslocamento da seccao G devida as cargas iniciais

BEt = -1,125 x1073 rad N/

cos B= L
43,25
B
sen B= !

=tgBr = 6 -

=1,125%x1073

G
/3,25

Og = 4/3,25 %1,125 103 =2,028 x103 m = 2,028 mm

BL = 5 cos B = +/3,25 x1,125 x 1073 x% = 1,6875 x103m = 1,6875 mm (1)
5

7’

Para que a secgdo G tenha um deslocamento vertical de 2 mm (), o momento M a actuar em C deverd
introduzir um deslocamento vertical de 3,6875 mm ({).

Relacdo entre deslocamento vertical de G e rotacdo em E

= GE = 66 = \13,25 GE

O

43,25

vert
S&E™ = 85 cos B = /3,25 B¢ x \/? = L™ = B x1,5 = O = 6165
0 /= " (1)
vert
6éert = 3,6875 x10 3 m (1) = OEE 6 = 2,458 x10~ 3 rad A

O momento M a actuar em C deverd introduzir uma rotacdo em E de valor: 6g = 2,458 x 10 rad.
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TM
3
& Ly
A A
H G H G
B B
Do Do-M
M
(\ ®
cr \E F N = aNs F
D M D
|4
_ M
Tramo CE M(z4)—-M+?Z4
. M
El =-—Z,+M
y 3 4
Ely = -%Z4Z+MZ4+C1
M_ 3, M, 2
Ely =-—2,3+ 22,24 C, 2, +C
y 18 °* 2“4 144 2
Condigdes fronteira VE%Z4:0):0 = C,=0
CE - M.z, M, _ _
yE(Z4:3)_0 3-53 +?3 +3C1+0—0 = C]_—'M
TramoCE | 9=y =—(-M724: Mmz,-m
1000 6
1 M_3, M,
d=y=— | =22+ —2,7- M 2
y1000(184 2t 4)

B = 2,458%1073 rad

pCE 1

_ “M32 4 3Mm. M| =2458x10% = M=4916 kNm ()
Ea=3) 1000\ 6
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