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GEOMETRIA DE MASSAS

NOTA: As expressoes abaixo apresentadas foram deduzidas para as condi¢des representadas nas
figuras anexas.

ROTACAO
+ -
I = % + %cosm - Iyy sen2a
_Ix*ly Ix-ly
ly = S5 - TcosZO( + lyy sen2a

Iy -1
Iy = % sen2a + lyy cos2a

TEOREMA DOS EIXOS PARALELOS (STEINER)

d
| —| +(12 G
A AG S

RELACAO ENTRE PRODUTOS DE INERCIA

Ixy = IXGYG+ a.b.S

(Xs; Yg) — eixos baricéntricos

a=Xg > Coordenada x do centro de centro de /\
gravidade no sistema de eixos (X; Y). /
No exemplo representado na figura Xg é - Xe
negativo. X \ . ) b
Yo
b=ye-> Coordenada y do centro de centro de Xe
gravidade no sistema de eixos (X; Y).
No exemplo representado na figura Yy é - |
positivo.
v\ Yo

EIXOS E MOMENTOS PRINCIPAIS DE INERCIA

_1 _ 2 xy
op = 2arctg( =

_ o _ Ix+l 1 2 2
e = 1= 25N+ 21 a1y

_ - Ix+l 1 2
lmin = 1= DN = 2 1P+ a1y?

Selx>ly = 11 mais préoximo de Ix
Sely>Ix = |1 mais préximo de ly
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GEOMETRIA

NOTA: As expressoes abaixo apresentadas foram deduzidas para as condi¢Ges representadas na figura
anexa.

COORDENADAS DE UM PONTO NUM SISTEMA DE EIXOS RODADO

X' cos® senb X
= X
\4 -senB® cosb Y

EQUACAO CARTESIANA DE UMA RECTA A PASSAR EM DOIS PONTOS (P1 e P2)

P1 = (Xp1; Yr2) P2 = (Xp2; Yp2)

a X + b Y = constante equacdo cartesiana de uma recta

1. Escolhe-se uma constante ¢ (normalmente c=1 ou c=-1)
2. Resolve-se o seguinte sistema de equacgoes:

{aXpl +pr1 =C

= determina-seaeb
aXpy + b Ypy =C

3. Escreve-se aequacdodarecta:taX+b¥Y=c
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RESUMO — FORMULARIO ISABEL ALVIM TELES

TORCAO

SECCOES CIRCULARES

— tensdo tangencial maxima

0= GLI (rad/m) rotacdo relativa por unidade de comprimento
' p

¢ =0L (rad) rotacdo

T — Momento torsor
. . SECGCAO TRANSVERSAL
R — Raio da secgdo circular

G — Mddulo de Elasticidade Transversal

G = _E V - coeficiente de Poisson Tmax
2(1+v) L‘X\

I —Momento de Inércia Polar o= Ix+1,

4
Secgbes circulares = |, = %
SECCOES RECTANGULARES T
T , =q T t ~ t . | ..
max — —h o2 ensdo tangencial maxima

0= B% (rad/m) rotacdo relativa por unidade de comprimento
hb

¢ =0L (rad) rotacdo

SECGCAO TRANSVERSAL

b — lado menor da secgdo transversal rectangular

h ‘*‘”“11T T imax

h —lado maior da sec¢do transversal rectangular

k

- —=

h/b] 1 (1,10(1,20{1,25|1,30|1,40|1,50|1,60|1,70|1,80| 2 |(2,25(2,50| 3 4 5 6 8 |10 | 20 |

o |4,80|4,67|4,57(4,52(4,48|4,40(4,33|4,27|4,21|4,16|4,07|3,97|3,88|3,74|3,55|3,43|3,35(3,26 (3,20 3,10 3,00

B |7.11|6,49|6,02|5,82|5,65|5,35|5,11|4,91|4,744,60|4,37|4,16|4,01|3,80 3,56 (3,43 |3,35|3,26|3,20|3,10|3,00
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SECCOES TUBULARES DE PAREDE DELGADA

T= T tensdo tangencial
2Se
_ T.P ~ . . .
0= — (rad/m) rotacdo relativa por unidade de comprimento
4GeS
¢=0L (rad) rotacdo

T - Momento torsor
P — Perimetro da linha média das paredes

S — Area delimitada pela linha média das paredes
E

G — Mddulo de Elasticidade Transversal G= —— V - coeficiente de Poisson
2(1+v)
e — Espessura das paredes
SECCAO TRANSVERSAL DIAGRAMA DE TENSOES
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ESTADO GERAL DE TENSAO

TENSOR DAS TENSOES

Ox Txy Txz
T=ltyx Oy 1y,

Tox Tzy g,

ESTADO PLANO DE TENSAO - convengio

Ox Txy Txy i
T = com Txy = Tyx O x % @ {—» O x JE

Tyx Oy Ty

Oy
TENSOES PRINCIPAIS
det [T-Al| =0
O'X')\ Txy )\1 = (o)}
det =0 = 2 solugdes:
Tyx 0y 'A Az = 02
DIRECCOES DAS TENSOES PRINCIPAIS
Direcgdo principal correspondenteac; = [ T-0;1 ] Xn;= 0

GX - 0| Txy n ix 0
X =
Tyx Oy -0j Niy 0
Destas 2 equacdes escolhe-se uma e resolve-se o sistema de 2 equagdes a 2 incégnitas com a seguinte equacao:

2 2 _
Nix~ +nj~ =1

N =(njx; Njy) - vector unitério normal a faceta onde ocorre a tensdo principal Oj
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TENSAO TANGENCIAL MAXIMA

Tmax — [ [T] nDrmax] ﬁ//Tmax Quando Tmax — 0= [ [T] x ﬁDrma'x]T

MOtmax

Ngg 4 - vector unitdrio normal a faceta onde ocorre a 1y

N// 1ax - VECOr unitario paralelo a faceta onde ocorre a tmzx

TENSAO RESULTANTE A ACTUAR NUMA DETERMINADA FACETA

Tr = [T] XN

[T]- tensor das tensdes
TR - tensdo resultante a actuar na faceta

N - vector unitdrio normal a faceta onde se pretende determinar a tens3o resultante

TR =0+1 |TR|: |6|2+|f|2

O - tensdo normal a actuar na faceta perpendiculara n

T - tensdo tangencial a actuar na faceta perpendiculara n

TENSAO NUMA DIRECCAO m A ACTUAR NUMA DETERMINADA FACETA

=l
3

= ﬁi? xm

T m - tensdo numa direcgdo M a actuar na faceta normala n

M - vector unitario na direcgdo m

TENSAO NORMAL A ACTUAR NUMA DETERMINADA FACETA

6= Toxn, = o=[[1]xn] xn

T m - tensdo numa direcgdo M a actuar na faceta normala n

TENSAO TANGENCIAL A ACTUAR NUMA DETERMINADA FACETA

= Tgxn, = ?=[[T]Xﬁm]Txﬁ//
Te=o+t = |t|=y|Ta-5f ﬁ/FﬁX[T""]"ﬁD

| T | - grandeza da tensdo tangencial a actuar na faceta

Al

ﬁ// - vector unitario com a direcgdo e sentido da tensao tangencial a actuar na faceta
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ESTADO PLANO DE TENSAO

NOTA: As expressoes abaixo apresentadas foram deduzidas para as condi¢des representadas nas
figuras anexas.

EIXOS E TENSOES PRINCIPAIS

2t
a, =larctg (C’i} +902

p 2 x ~Oy
Ox O 1 2 2
Omax = 01— X2 Yo+ 5\/(°x_°y) +ta4 1y
Oxto 1 2
Omin = 02 = x2 Y - i\/(ox_cv) +4TXv2

ep - eixo principal

ou:
Oq = OX;OV + oxgoy cos20 + 1y sen2d
O(a+902) = GX;OV + cxgoy cos [2 (a£909)] + 1 sen[2 (o £902)]

~ L A
TENSAO TANGENCIAL MAXIMA Y |
g ;/: T max
g
Oméx ~ Omi 1 2
|Tméx| = max2 MR ou |Tméx|=§\/(cx_°y) +4Txy2 \ﬁ "
Oc
=
_ ° _ _Ox ~0y ‘ X
Oc =0, 452 = 1 = 5 sen 20(c + Ty COS 20(c )\
Tmax
ox to g T méx /<(j
Quando T3 = 0 = > Y
. YA
TENSAO NORMAL E TANGENCIAL NUMA FACETA !
TS o
oy +o Oy —O
og = X2 Yo+ Xz Y cos26 + Ty, sen28 \@Jr
R
Ox —Oy P X
9=~ sen26 +1,, cos26
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ESTADO PLANO DE TENSAO — CIRCULO DE MOHR

0=0xa

Facetas A (horizontal) :{

A Ts t=tn
GB‘%B B%’(TB
TsB A o=0p
T Facetas B (vertical) :>{
TA T=Tg A
Oa
[al= |v8| =] 7]
T

B (faceta vertical)

+
C-—centro do circulo de Mohr = C=0med = GAZ—GB
. , _ 2 2
R - raio do circulo de Mohr = R=4 1T +(c-C)

{oméx =01 = Omgd +R = C+R

Omin = 02 = Omed —R = C—-R

8/15



L |‘s ep e DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL

RESISTENCIA DE MATERIAIS
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=Tmax =R

C

T
Tmix=— R =  Estado de tensdo {o

Op1— angulo que a faceta onde ocorre o1 faz com a faceta B (faceta vertical)
ou angulo que a normal a faceta onde ocorre o; faz com a normal a faceta B

Op2 — angulo que a faceta onde ocorre o, faz com a faceta B (faceta vertical)
ou angulo que a normal a faceta onde ocorre o, faz com a normal a faceta B

1 T
tg2ap; = = aplzgarctg(OB -Cj

2 sz =180°-2 Gpl = sz =90° - Gpl

og-C

O.— angulo que uma das facetas onde ocorre Tms faz com a faceta B (faceta vertical)
ou

angulo que a normal a uma das facetas onde ocorre Tnix faz com a normal a faceta B

O¢ — angulo que uma das facetas onde ocorre T« faz com a faceta A (faceta horizontal)
ou

angulo que a normal a uma das facetas onde ocorre tmsx faz com a normal a faceta A

thaCZOB_C = aC:%arctg(oB_Cj
T T

ou

20(C= 900-20(pl = GC=45°-Gp1

tg2a, = C-o, = Oy = %arctg (ﬂ)
T T

ou

20(C.: 20(C = Qo = O¢

NOTA: Os sinais das tensdes e os sentidos de rotagdo dos angulos deverao ser consultados no
Circulo de Mohr.
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VERIFICACAO DA SEGURANCA DE ELEMENTOS SUBMETIDOS A COMPRESSAO
EC3

* VERIFICACAO DA SEGURANGA DE ELEMENTOS A COMPRESSAO SEM ENCURVADURA

Ned o4

Noor = = Ngd = Ncrd
c,Rd

Neq - valor de cdlculo do esforgo de compressao actuante
Nc,rd - valor de célculo do esforgo normal resistente a compressao (sem encurvadura)

A-drea da seccdo transversal do elemento
Nepg = —— fy -tensdo de cedéncia do ago
=1,0)

. coeficiente parcial de seguranga (

V“AO yhAO

* VERIFICACAO DA SEGURANGA DE ELEMENTOS A COMPRESSAO COM ENCURVADURA

NEgd <1
N bRd

= Ngd = NpRrd

Np rd - valor de calculo da resisténcia a encurvadura do elemento comprimido

Para as secgOes transversais das Classes 1, 2 e 3:

A-area da seccdo transversal do elemento

X A fy fy -tensdo de cedéncia do ago

Ywmi X - coeficiente de redugdo devido a encurvadura

Yy - coeficiente parcial de seguranca (y,,, =1,0)

1

X e
D+ P2 - N2

® = 05 [1+a(X-02) +1?]

mas X <1,0

Esbelteza normalizada A =

N, - valor critico do esfor¢o normal para a encurvadura (carga critica de Euler)

E-mddulo de elasticidade do aco

Carga critica de Euler N, = T[22E| | -momento de inércia
L .
cr L., -comprimento de encurvadura
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L .r — comprimento de encurvadura (fun¢do das condi¢Ges de apoio das barras)

Coeficiente de esbelteza A

It

i - raio de giracdo

\
\
\
\
\
\
\
|
]
|
J
/
/
/
/
/
|
T
Ler=0,5L
i
Y A
Y
z A

Ler=0,7L
z
[
S
G(
y L y
4
[
z

Coeficiente de esbelteza de referéncia A1 = 1t /f£ =93,9€& emaque €= I% (f, em MPa)
y y

Factor de imperfeicdo a - depende da curva de encurvadura

Curva de encurvadura ao a b c d
EC3 - Quadro 6.1
Factor de imperfeicdo a 0,13 0,21 0,34 0,49 0,76
Mddulo de elasticidade do aco E =210 GPa
f, (* A
(MPa)
L - - L. $235 (Fe360) 235 93,91
Principais acos utilizados na construcdo metalica
em Portugal $275 (Fe430) 275 86,81
355 76,41

$355 (Fe510)

(*) — tensdo de cedéncia para acos em perfis com componentes da sec¢do de espessura t £ 40mm
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Escolha da curva de encurvadura em fung¢ao da sec¢ao transversal
EC3 - Quadro 6.2

Curva de
Encurva- encurvadura
Secc¢do transversal Limites ?:,llrf;;i? 5235
2
an eixo 5275 5 460
5355
5420
v — a a
o t- < 40 mm yoy b !
. ; Z—Z - ay
= ! r—vy a
= = | 40mm << 100 mm y=3
£ 7—7 [ a
3 ¥—¥ b a
= - tr= 100 mm Y . .
= —
7] Wl
(=
r— d
i ty = 100 mm :_3 d ¢
y -y b b
e = 40 mim
Z—Z C c
¥y-¥ c c
te= 40 mm
Z— 7 d d

ecgles
tubulares

Perfis | soldados
=

5

> —Z
acabadas a quente qualquer a ap
[:] enformadas a fiio qualguer C C

em geral (excepto como
abaixo indicado)

3]
—

qualguer b b

soldaduras espessas;
a-= ﬂ.5|-|'
I bty = 30
' h't,, <30

Oes em calxio
soldadas
]
b
]
- T o
£
b
L]
L]

qualquer

Sece
T
[
=3

]
- %I_ : qualquer c C

Perfis U, T e
secgies cheias

1 - qualquer b b

Cantoneiras

12/15



L |‘s ep e DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL

RESISTENCIA DE MATERIAIS

RESUMO — FORMULARIO ISABEL ALVIM TELES
Os efeitos da encurvadura poderao ser ignorados quando: A <02 ou ';Ld < 0,04
cr
DIMENSIONAMENTO

1- Pré-dimensionamento

Comeca-se por arbitrar um factor de reducao x , por exemplo: x=0,8

X AT,
Y

f A ”Ed
NEd _0,8 A y = = 0'8 fy

Neg SNprd = Neg <
Escolhe-se o perfil que tenha uma area idénticaa A

A
12 Hipdtese: Perfil < iy

iz

2- Verificagdo da segurancga

A, =0y A =N
Yoo Y TN, y-y: curva - o (o) X
Determina-se y = oo Y = y = Y
A _Lerz X _Az z-z:curva - a, ®, Xz
z— i z )\1
z

Xmin = min(Xy;Xz)

Nb 4= Xmin A fy
R = ——— T
' Ymi

Nota: Normalmente a situagdo mais desfavoravel corresponderd ao estudo da encurvadura em relagdo
ao eixo que apresentar a maior esbelteza, no entanto deverad ser verificada a influéncia do factor
de imperfeicao a.

Ned > Np Rd = escolher perfil superior (maior)

Neg =Nprd = G
Neg << Nprq = escolher perfil inferior (menor)

O processo iterativo finaliza quando for encontrado o menor perfil que verifica a seguranca.
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ENCURVADURA POR FLEXAO DE ELEMENTOS DE ESTRUTURAS TRIANGULADAS OU TRELICADAS

ANEXO BB - EC3

elementos de

/\ alma
7777777777
cordas

Ler - Comprimento de encurvadura

(diagonais e montantes)

L - Comprimentoreal O comprimento real no plano é a distancia entre ligacses.
O comprimento real fora do plano é a distancia entre os apoios laterais.

COMPRIMENTOS DE ENCURVADURA L

1. CORDAS

a) Cordas constituidas por perfis em geral, excepto perfis |, H ou tubulares

Encurvadura no plano da estrutura .........cceeervenneee. Lae=L

Encurvadura para fora do plano da estrutura .......... Ler=L

b) Cordas constituidas por perfis | ou H

Encurvadura no plano da estrutura ......ccccceeeverenenne. Le=0,9L

Encurvadura para fora do plano da estrutura .......... Ler=L

c) Cordas constituidas por perfis tubulares

Encurvadura no plano da estrutura ......cccceeeiveenenen Ler=09L

Encurvadura para fora do plano da estrutura .......... Ler=0,91L
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2. ELEMENTOS DE ALMA (DIAGONAIS E MONTANTES)

a) Elementos de alma em que as cordas ndo oferecem restrigao as rotagoes (rétulas tedricas)

Encurvadura no plano da estrutura ......cccceevvrrvenneen. Ler=1L

Encurvadura para fora do plano da estrutura .......... Ler=L

b) Elementos de alma em que as cordas oferecem restrigdes adequadas

b1) Elementos de alma constituidos por perfis em geral, excepto cantoneiras e perfis tubulares
soldados a cordas constituidas por perfis tubulares

Encurvadura no plano da estrutura .......cccecveeveeennens Le=0,9L

Encurvadura para fora do plano da estrutura .......... Lo =L

b2) Elementos de alma constituidos por perfis tubulares soldados a cordas constituidas também
por perfis tubulares

Encurvadura no plano da estrutura .......ccocovevevenennas Le=0,75L

Encurvadura para fora do plano da estrutura .......... Ler=L

b3) Elementos de alma constituidos por cantoneiras

Devera ser utilizada a esbelteza normalizada efectiva:

Xeff'v = 0,35+0,7XV - para a encurvadura em torno do eixo v-v
Xeff’y = O,50+O,7Xy - para a encurvadura em torno do eixo y-y
Xeff'z =0,50+0,7\, - para a encurvadura em torno do eixo z-z
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