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EXERCICIO
2mm é
Considere a estrutura representada na figura,
composta por barras continuas com distintas seccGes I
transversais e materiais constituintes. c
Para além da carga uniformemente distribuida na 2
barra a e da forca e momento no né 3, na estrutura 3mo ]
estdo ainda a actuar:
- uma forga P, perpendicular a barra e, de que se
desconhece o sentido e grandeza; o :Q
- uma forga horizontal Q a actuar no né 2, de que se
desconhece o sentido e grandeza;
- duas forgas (V e H) a actuar na barra c de que se 3m
desconhece a grandeza;
- um assentamento de 2 mm do apoio do né 1.
Dados: A40kNm
30 kN
Vector solicitagdo [F] b am 2m —f
i kN ]
2 -12kN
3| -3,75KNm Matriz de rigidez da estrutura na seguinte forma:
4 -30KN 13 4 56 7 8 9 2101112
5 0 [ ; N
[F]= ©_iskum ; !
7| -15kN 5 !
. 10k 6 Ku : Kie
9| 71,25 KNm [kg] =t = ; \
1
o oo S
12| -12,5kN 12 Ke K
’ m 1
- - 12| ! N
1 3 4 5 6 7 8 9 2 10 11 12
1 [ 236 866,56 10944 -6 000 0 9000 0 0 0 -172 177,92 -230 866,56 172 177,92 1944
3 10 944 28 800 -9 000 0 9000 0 0 0 2592 -1944 -2592 5400
4 -6 000 -9000 462000 0 0 -6 000 0 9 000 0 -450 000 0 0
5 0 0 0 1202531,25 5062,50 0 -600 000 0 -600 000 0 -2531,25 5062,50
6 9000 9000 0 5062,50 49 500 -9 000 0 9000 0 0 -5 062,50 6750
[KG] Est — 7 0 0 -6 000 0 -9000 236866,56 172177,92 -10944 0 -230 866,56 -172177,92 -1944
8 0 0 0 -600 000 0 172177,92 730429,44 2592 0 -172 177,92 -130 429,44 2592
9 0 0 9 000 0 9000 -10944 2592 28 800 0 1944.00 -2592 5400
2 -172177,92 2592 0 -600 000 0 0 0 0 730429,44 172177,92 -130429,44 2592
10 -230866,56 -1944 -450 000 0 0 -230 866,56 -172177,92 1944 172 177,92 911733,12 0 0
11 172177,92 -2592 0 -2531,25 -5062,50 -172177,92 -130429,44 -2592 |-130429,44 1] 263 390,13 -10 246,50
12 1944 5400 0 5062,50 6750 -1944 2592 5400 2592 0 -10 246,50 35100

versdo 0
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Para todas as barras assuma i<j, sendo i e j as numeragdes dos nds das barras. Os angulos dos eixos das

barras sdo medidos em torno do nd i.

Na resolugdo das alineas seguintes use a formulagdo matricial do Método dos Deslocamentos dos Nos.

a) Tendo em conta o vector solicitagdo [F] anteriormente representado, determine o sentido e

grandeza das forgas P e Q.

b) Determine a matriz de rigidez da barra d no sistema de eixos Iocal:[ Kﬂ .

c) Recorrendo ao menor numero possivel de equacdes, complete o seguinte vector dos

deslocamentos:

10
11

12

A1=-1,386x103m
A3 =6,300 x 10" rad
A4=-1,161x10"% m
AL A5=-2,025x 103 m
A6=-2,871x10"rad
) A7
) A8
A9 =3,385x 107 rad
A2
Ar A10
Al1
A12

d) Considerando a matriz de rigidez no referencial local da barra a que abaixo se representa e o vector
dos deslocamentos da alinea anterior, desenhe os diagramas de esforcos da referida barra.

600 000 0 0 -600 000 0 0
0 6 000 9000 0 -6 000 9 000
a 0 9 000 18 000 0 -9 000 9 000
-
-600 000 0 0 600 000 0 0
0 -6 000 -9 000 0 6 000 -9.000
0 9 000 9000 0 -9 000 18 000

versdo 0
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RESOLUCAO

e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS LOCAL

EA 0 0 _EA 0 0
L L

12E1 6EI 12EI  6EI

0 3 12 0 - 3 12

0 6EI  4EI 0 6ET  2EI

12 L 12 L

[K ] =
_EA 0 0 EA 0 0
L L

12E1 6EI 12E1 6EI

0 3 12 0 3 12

0 6EI EI 0 6EI  4EI

12 L 12 L

e MATRIZ DE TRANSFORMACAO

cos O sen o 0 0 0 0

-sen Qo Ccos O 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

[T] =

0 0 0 coso  seno 0

0 0 0 -sen o €os O 0

0 0 0 0 0 1

e MATRIZ DE TRANSFORMACAO TRANSPOSTA

cos O -seno 0 0 0 0
sen o Ccos o 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T]T =
0 0 0 cosa -sen 0
0 0 0 seno  cos O 0
0 0 0 0 0 1

e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

[Ke1=[TI" [k 1[T]

versdo 0 3/7 Mét. Desl. — Estrutura continua
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ALINEA a
Fs

Determinacio da forca P ‘l\.{)FS’ <371,25 kNm

Consideremos o né 3 e as forgas do vector solicitagao ai aplicadas: 3 F7 15 kN |

10 kN

A forga P vai introduzir um momento no nd 3, que é somado na posi¢ao 9 do vector de solicitagdo F.

. , . .3 9
Esse momento no referencial local € o mesmo do referencial global, ou seja, F| ¢y =Fggy -

Partindo da hipdtese que a forca P
tem sentido ascendente, logo
positivo nas tabelas das forgas PL
equivalentes, o referido momento é:

(71,25 — 40)x 8
5

F9=71,25=40+"8—L = P= = 50kN N

Determinacdo da forca Q

Consideremos o né 2 e as forgas do vector solicitacdo ai aplicadas:

Fs
<3Fs 15 kNm
"} o 30 kN 0

-
0) F4 30 kN

15 kNm

20 kN/m

A carga distribuida de 20 kN/m na barra _a a = a]
introduz as seguintes forgas equivalentes nodais: 15 kKNm

@ ( @
30 kN

Partindo da hipdtese que a forca Q tem sentido da esquerda para a direita (— positivo) e tendo em
conta F; =—30kN :

F,b=—30=30+Q = Q= -60kN = Q=60kN &

versdo 0 4/7 Mét. Desl. — Estrutura continua
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ALINEA b

Contribuicao da matriz de rigidez global de cada barra para a matriz de rigidez da estrutura:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 1 ]
1 1 1 1
1 1 1
2 a+c a | | c
3 1 1 1
_______ N RO
4 1 1 I
1 1 1
5 a ta+b+d! b ! d
1 1 |
6 1 1 I
Est
K = | =-=-=-=--- ------ T—=—=--- - ===
[G] 7 1 1 1
8 | b ! b+e | e
9 1 I 1
_______ 0 e
10 1 1 1
11 | 1 1
C 1 d 1 e 1c+td+e
12 1 1 1
1 1 1

4 5 6 10 1 2 4 5 6 10 1
4 % 0 0 —% 0 0 4 Ka,a 0 0 -450 000 0
12E1 6EI 12E1 6EI
s 0 £ = 0o - 5 el 5 0 Ks,s Ks,e 0
6EI 4E1 6EI 2EI
6 2= 4t! —== = 6 0 0  -5062,50
I: Kd ] 2 ) 0 2 i Ke,s Ke,6
I_ = -
10| - % 0 0 % 0 0 10| -450000 0 0 Koo 0
ul 0 - 123E L 6—51 0 L_:;EI - 6—51 1 (] -2531,25 -5062,50 0 Ki1,11
L L L L
6EI  2FI 6EI 4E1
12 == £t -=—= 2zl 12 0 5062,50 6750 0
0 2 L 0 2 L K12,11

Ka,a = - Ka,0 = 450 000 K10,10 = - K10,4 = 450 000

Ks;s = - Ks11=2 531,25 Ki1,11 = - K11,5 =2 531,25
Ks,6 = Ks,12 =5 062,50 K11,12 = K11,12 = -5 062,50
Ke,s = - Ke11 =5 062,50 K12,11 = - K12,5 = -5 062,50

Kes=2XxKe12 = 2 x 6750 = 13 500 K122 =2 x K126 = 2 x 6 750 = 13 500

_ 4 5 6 10 11 12 _
4 450 000 0 0 -450 000 0 0
5 0 2531,25 5062,50 0 -2531,25 5062,50
d 6 0 5062,50 13 500 0 -5 062,50 6750
10 -450 000 0 0 450 000 0 0
11 0 -2531,25 -5062,50 0 2531,25 -5062,50
12 0 5062,50 6750 0 -5 062,50 13 500

12

-2531,25 5062,50

6750

K11,12

K12,12
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ALINEA ¢
Assentamento do apoiodoné1l = A2=-0,002m

Apoios = Al0=Al11=A12=0

Determinacdo de A7 e A8

1 3 4 5 6 7 8 9 2 10 11 12 _

1| : i 7] 7] i 7]
3 . 3 3 3

4 : 4 4 4

Z K | Kir Z AL Z Fi Z 0
7 : « 7 _ 7 L7

8 1 8 8 8

s :_ _______ ol o o
2 | 2 2 2

10 ! 10 10 10

1 K'e \ K'ee u| AF u| FF ul R
12| 1 I " R E B
(Kl TAC]+[Kel - [A]= [R] = [A]

Como s6 temos duas incdgnitas, s6 sera necessario utilizar duas equagdes.

Equacdo correspondente ao grau de liberdade 4 = A7

K4,1X Al + K4,3 x A3 + K4,4X A4+ K4,5 X A5 + K4,5X A6 + K4/7X A7 + K4,3X A8 + K4/9X A9 + K4,2 x A2 + K4,10X A10 + K4,11 x A1l + K4112 xAl12 = F4
- 6000 x A1 -9 000 x A3 + 462 000 x A4 - 6 000 x A7 +9 000 x A9 = - 30
-6 000 x (-1,386x103%) - 9 000 x 6,3x10* + 462 000 x (-1,161x10) - 6 000 x A7 + 9 000 x 3,385x103 = - 30

A7=1579%x103m=1,579 mm -

Equacdo correspondente ao grau de liberdade 5 = A8

K5,1X Al + K5,3 X A3 + K5,4X A4+ K5_5 X A5 + KS,GX A6 + K5_7X A7 + Kslg x A8 + K5_9X A9 + KS,Z X A2 + K5,10X A10 + K5,11 x A1l + KS,lZ xAl12 = F5
1202 531,25 x A5 + 5 062,50 x A6 - 600 000 x A8 - 600 000 x A2 =0
1202 531,25 x (-2,025x10%) + 5 062,50 x (-2,871x10™*) - 600 000 x A8 - 600 000 x (-0,002) =0

A8=-2,061x10%m=-2,061 mm {
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ALINEA d
Barraa [F | =[k ].[A ]-[Fen]
@ N
@ 30 kN @ _.J;Jot‘
-
—>]
e 15 kNm &
E —>
8 —=]a = [a]
]
(3]
7 15 kNm @
]
—|2 G @ L}
L. IS o
30kN SISTEMA DE SISTEMA DE
EIXOS LOCAL EIXOS GLOBAL
. L G i ]
_ 2
i o Ab=-AS 0,00
2| 30 AS=A7 1,386 x 10°3
31 15 L G 4
- 6,300 x 10
Flen = | —— A3= A3 = A ]s|—/————
40 L G L 3
As=-As 2,025 x 10°
5| 30 L G 4
o| 15 A=A, 1,161 x 10
-~ Aé - Ag 2,871x 10
[FL ] = [KL ] [AL ] - [FL-EN ]
600000 O o |-600000 0 0 0,002 0 as s
0 6000 9000 0 6000 9000 41,386 x 10”3 30 34533 |2
0 9000 18000 0 9000 9000 6,300 x 10 15 47,673 |3
[FL:| = X - =
600000 0 o | 600000 0 0 2,025 x 1073 0 15 |
0 6000  -9000 0 6000  -9000 41,161 x 10 30 25467 |5
0 9000 9000 0 9000 18000 -2,871x 10 15 4073 |5
15 kN
o R
34,533 kN ) 17,673 kNm b >
] — gl - §
. —
g —]
Z —1 —
§—> @ © :®* E
— 0 3
= T 5
— ‘IB 1.273 m 2 1.273 m
] & 1 52 1
0 — <
W j 4,073 kKNm g :
ESFORCO AXIAL  ESFORCO TRANSVERSO MOMENTO FLECTOR
15 kN (kN) (kN) (kNm)

versdo 0
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