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EXERCICIO

Considere a estrutura representada na figura, composta por barras continuas com distintas sec¢Ges transversais e
materiais constituintes.

Para além das a¢des a atuar nas barras e nds, a estrutura esta ainda submetida a um deslizamento de 2mm do
apoio do né 1, conforme ilustrado na figura.

Notas: - a carga uniformemente distribuida de 12 kN/m a atuar na barra b é vertical;

-aforgca Taactuar nond 4 e aforga de 25 kN a actuar no né 3 sdo perpendiculares as barras c e b.

Dados: vetor de solicitagdo incompleto e matriz de rigidez global da estrutura.

p kN/m

Vector solicitagdo [F ]

orinnmnes oA
/ 2 F2
T 3 F3
4 Fa
3m @ 3m 5 Fs
6 Fe
7 F7
+ o | [F1= o 5
9 Fo
10 15 KN
3m 3m 11 2 kN
12| -12KNm
13| -45kN
- <+ 14| -18kN
15| -48 kNm
} 4m } 2m } 2m —»{
[KG ] et
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 [ 900000 0 0 0 0 0 -900 000 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 5062,5 -10125 0 0 0 0 50625  -10125 0 0 0 0 0 0
3 0 -10125 27 000 0 0 0 0 10 125 13 500 0 0 0 0 0 0
4 0 0 0 923466,24 -688711,68 -7776 -923466,24 68871168 -7776 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0  -688711,68 521717,76 -10368 688711,68 -521717,76 -10368 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 7776 -10368 43200 7776 10 368 21600 0 0 0 0 0 0
7] -900000 0 0 -923466,24 688711,68 7776 2755932,48 -1377423,36 -13500 -923466,24 688711,68 -7776  -9000 0 -13 500
8 0  -5062,5 10125 688711,68 -521717,76 10368 -1377423,36 194849802 10125 688711,68 -521717,76 -10368 0 -900000 0
9 0 -10125 13500  -7776 -10368 21600 -13 500 10125 140 400 7776 10368 21600 13500 0 13 500
10 0 0 0 0 0 0 -923466,24 688711,68 7776 2123466,24 -688711,68 7776 -1200000 0 0
11 0 0 0 0 0 0 688711,68 -521717,76 10368 -688711,68 533717,76 34368 0 -12000 24 000
12 0 0 0 0 0 0 7776 -10 368 21600 7776 34368 107 200 0 24000 32000
13 0 0 0 0 0 0 -9.000 0 13500  -1200 000 0 0 1209 000 0 13 500
14 0 0 0 0 0 0 0 -900 000 0 0 -12000  -24 000 0 912000 -24 000
15 0 0 0 0 0 0 -13 500 0 13 500 0 24000 32000 13500  -24000 91000
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Para todas as barras assuma i < j, sendo i e j as numeragGes dos nds das barras. Os angulos dos eixos das barras sdo

medidos em torno do nd i.

Na resolucgdo das alineas seguintes use a formulagdo matricial do Método dos Deslocamentos dos Nés.

Justifigue convenientemente todas as respostas.

]

b) Complete o vetor solicitacio [ F ] anteriormente representado.

b
a) Sabendo que [ K[

¢) Recorrendo ao menor nimero possivel de equagdes, complete o
vetor dos deslocamentos no referencial global AG.

[AG]=

Al
A2
A3

[ Kf}, determine |: Kg} (matriz de rigidez da barra b no sistema de eixos global).

A4=0
A5=0
A6 =1,540 x 1073 rad

A7 =-2,204 mm
A8 =-3,138 mm
A9 = 1,449 x 10 rad

A10
All
A12 = 4,568 x 10* rad

A13 =-3,369 mm
Al14 =-3,169 mm
A15=-1,527 x 10 rad

900000 0 0 |-900000 0 0
d) Considerando o vetor dos deslocamentos da 0 50625 10125 0 50625 10125
alinea anterior e a matriz de rigidez no 0 10125 | 27000 0 10125 | 13500
referencial local da barra a que ao lado se [Kﬂ =
representa, desenhe neste enunciado os 900000 0 0 900 000 0 0
diagramas de esforgos da referida barra.
0  -50625 -10125 0 5062,5 -10125
0 10125 13500 0 -10125 27000
L § L g L
1 § 1 E 1

ESFORCO AXIAL

ESFORCO TRANSVERSO
(kN)

(kN)

MOMENTO FLECTOR

(kNm)

T777777777
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RESOLUCAO

e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS LOCAL

EA 0 0 _EA 0 0
L L
0 12E1  6EI 0 12EI  6EI
3 L2 3 L2
0 6E1  4EI 0 6EI  2EI
K] SR S
L =
_EA 0 0 EA 0 0
L L
0 _12EI 6EI 0 12E1 6EI
3 12 3 12
0 6EI  2EI 0 6EI  4EI
12 L 12 L

e MATRIZ DE TRANSFORMACAO

coso  sen o 0 0 0 0
-sen Qo Ccos O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T] =
0 0 0 coso  senq 0
0 0 0 -sen 0 C€OS O 0
0 0 0 0 0 1

e MATRIZ DE TRANSFORMACAO TRANSPOSTA

cos O -seno 0 0 0 0
sen 0o Ccos O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T]T =
0 0 0 cos O -sen o 0
0 0 0 seno  cos O 0
0 0 0 0 0 1

e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

[Ke1=[TI" [k 1[T]

versdo 0 3/15 Mét. Desl. — Estrutura continua
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ALINEA a

® GRAUS DE LIBERDADE DA ESTRUTURA (SISTEMA GLOBAL)

INCY |

“3Aﬁ

@ A10 e ® A13

d]

77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
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Tal como se pode constatar na figura anterior, trés quadrantes da matriz de rigidez global da barra b
podem ser “retirados” da matriz de rigidez global.

4

£

923 466,24

w

-688 711,68

)

-7776

N

-923 466,24

G

688 711,68

©

-7776

5

-688 711,68

521717,76

-10 368

688 711,68

-521717,76

-10 368

6

-7776

-10 368

43 200

7776

10 368

21600

7

-923 466,24

688 711,68

7776

8

688 711,68

-521 717,76

10 368

9

-7776

-10 368

21600

Falta determinar o quadrante inferior direito, correspondente aos graus de liberdade associados ao n6 de

maior numeracao.

Partindo da informacgao [KH = [Kf} e sabendo que a barra b e a barra c tém a mesma inclinagao e o

mesmo angulo o, entdo [Kg} = [

Donde se conclui que:

b c

K7,7 = K10,10
b _ ,c
Kg7 = Kit1o
b _ ,c
Ko7 = Kizo

Kg} , OU seja:

8 9 7
Kg,s K§,9 7 K§,7
Kls),s K?,g 8 K§,7
Kg,s K2,9 c J Kg,7

b ob | [KG] - c
Ky Koo 0| Kipg
KSg Koo ul K
Kg,8 Kg,9 12 Kiz,7
K?,8 = Kio,n K?,9
Kg,s = K(1:1,11 Kgg
Kg,s = Kiz,n Kg,9

= K10,12

C
- K11,12

[o
- K12,12

10

C
K7,10

C

Ksg 10
(o}

Kg,10
C

K1o,10
C

K11,10

C
K12,10

11

C
K7,11

C

K11
C

Kg 11
@©

K1o,11

@
K111

C
K12,11
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Consultando a matriz de rigidez global da estrutura, constata-se que a parte da matriz [Kg} que
precisamos de determinar se encontra somada com uma parte da matriz [Kg} (ver figura abaixo). Se

conseguirmos calcular a matriz[Kg} entdo poderemos calcular a parte da matriz [Ké} gue precisamos

de saber.
i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
— I 1 1 1 |
1 ‘ : . .
2 a ! ! a ! !
3 .
4 I I I I
6 3 | | |
7 3 ;
[K ]Est 8 a i b ‘ta+b+c+d! c i d
G 9 i . . .
_______________
10 ‘ | | e
11 ! i c ; cte e
12 | i i ]
13 . : .
14 | l d l e o d+e
15 : ! ! !
- 10 11 2 - 10 11 12 _
C e C e
10| 212346624 -688711,68 7776 10| Kip1o +KSo10 Kioa1 TKioar Kigrz +Kig1o
Est — K¢ +K€ c e K¢ +K&
KG = 11 -688 711,68 533 717,76 34 368 = 11 11,10 11,10 Kll 11 +K11 1 11,12 11,12
c e ¢ e c e
12 7776 34 368 107 200 12| Ky 10 +Kip 10 Kiza1 +KDo 11 Kiz12 +Ki212

A barra e é horizontal com o né menor (i) a esquerda = [Kf} = [KZ]

_ _ 10 11 12 13 14 15
% 0 0o - % 0 0 10| K510 0 0 -1200000 0 0
12EI  6EI _12EI  6EI . e
0 =3 2 0 ET 10 Kiign K, O -12000 24000
6EI  4EI _6ELl  2EI e e
[ . 0 2 - 0 2 - 12 0 Kpsn Koo 0 24000 32000
K :| = =
L
_EA 0 0 EA 0 0 13| -1200000 0 0 Kf3 3 0 0
L L ,
_12EI _6EI 12EI_6EL e e
0 3 z 0 3 2 14 0 -12000  -24 000 0 Kists  Kiats
6EI 2EI _6EI 4E] e e
0 = T 0 = L 15 0 24000 32000 0 Kis1a  Kisis
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e e
K10,10 = _K10,13 = 1200 000
e e e e
Ki1,11 = —Ki1,14 = 12000 K11,22 = Ki1,15 = 24 000
e e e e
Kiz11 = —Kip14 = 24000 Kiz12 = 2XKg, 15 = 64 000
- 10 11 12 13 14 15 .
10 1200 000 0 0 -1200 000 0 0
11 0 12 000 24 000 0 -12 000 24 000
12 0 24 000 64 000 0 -24 000 32 000
e
<€)=
13 -1 200 000 0 0 1200 000 0 0
14 0 -12 000 -24 000 0 12 000 -24 000
15 0 24 000 32000 0 -24 000 64 000
- 10 11 12 - 10 11 12 _
c e c e c e
10| 2123466,24 -688711,68 7776 0] Kig10 +Kig10 Kio11 +Kio11 Kig1r ¥Kio12
[ ] Est _ 11| -688711,68 533717,76 34368 = 11| Kijq0 +KS ¢ € KS; 1 +K5
Kg = - ) ) = 13,0 T Mag,00 Kyp g9 +Kpg g Ran12 TRa1
12 7776 34368 107200 12| KS, o +KS c e K, +KS
12,00 TP12,00 Kpp g9 +Kppqp M12,02 TRa212
_ c c _ d _
2123 466,24 = K13,,0+1200000 = Ky,,, = 923 466,24 = K;;= 923466,24
_ C c _ _ yC d _ ,d _
-688 711,68 =Ky, +0 = Ky = -688711,68 = Kj; 9 = K;g= Kg;,=-688711,68
_ yC c _ _ ,C d _ ,d _
7776=Ky,,+0 = Kip12= 7776 = K, 19 = Ky;9= Kg,=7776
_ yC c _ d _
533717,76 = K, ,, + 12 000 = Kijyq, = 521717,76 = Kgg= 521717,76
_ yC c _ _ ,C d _ ,d _
34 368 = K, ;, +24 000 = Kypqp= 10368 = Ky, 44 = Kgg= Kgg=10368
_ ,cC c _ d _
107 200 = K, ,, + 64 000 = Kiyq, = 43200 =  Kgg= 43200
versdo 0 7/15 Mét. Desl. — Estrutura continua
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- 4 5 6 7 8 9 _
4| 92346624 -688711,68  -7776  -92346624 68871168  -7776

5| -688711,68 521717,76 -10 368 688 711,68 -521717,76 -10 368

6 -7776 -10 368 43 200 7776 10 368 21600

7| -923 466,24 688711,68 7776 923 466,24 -688 711,68 7776

8| 688711,68 -521717,76 10 368 -688 711,68 521717,76 10 368

9 -7776 -10 368 21 600 7776 10 368 43 200
ALINEA b i ]
1 F1
¢ VETOR DE SOLICITACAO 2 F2
3 F3
4 F4
5 F5
6 F6
7 F7
Falta calcular as Forgas correspondentes aosnés 1, 2 e 3. [ F ] =9 F8
9 F9
10 15 kN
11 2 kN
12 -12 kNm
13 -45 kN
14 -18 kN
15 -48 kNm

Solicitacdo aplicada nos nds (sistema global)

N6 3 \\\\{4\10 kNm
7l s 15kN A—
s ) 20 % S
9| 10 25kN 20kN

versdo 0 8/15 Mét. Desl. — Estrutura continua
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Solicitacao aplicada nas barras — Forcas equivalentes nodais

Graus de liberdade - sistema local:

AL1, AL2, AL3 - Al4, AL5, AL6

BARRA Nos1-3
a 0s Graus de liberdade - sistema global: AG1, AG2, AG3 - AG7, AG8, AG9
SISTEMA DE EIXOS LOCAL SISTEMA DE EIXOS GLOBAL
AGS AGQ AG2 AG3
AL (3) ALl (1) T ) )
5 N - 1
AG AG
AL6 (Vl ALS a] AL3 ('1 ALD €) a] @
F/jesq=0
P b2 ) Py= -100 kN
Flesq= (L+2a) = %(4 + 2><2) = -50 kN Fren - LOCAL
L 4
_Pyab® 100 xox2? F1 0
F M-esq =~ L2 = 42 = -50 kNm FZ 50
Py= -100 kN Fs | 50
F//air=0 Fa - 0
b 52 ) Fs 50
Fuor = 2o—(L+2b) = 220X2 (242x2) = -50 kN Fe 50
L 4
Py-a*.b -100 x22 %2
Fuar= -t —— = - 5 = 50 kNm
L 4
} 2m } 2m | } 4m |
100 kN 50 kN 50 kN
50 kNmm (hﬁ) kNm
=
€) a] ® (3 a] @
E facil relacionar o sistema de eixos local com o global: Barral - Nés 1-3

All & -AG1
AL2 & -AG2
AL3 & AG3
A4 & - AG7
ALS & -AGS8
AL6 & AGY9

Fc.en - GLOBAL

Fs 0
F, -50
Fs _ 50
Fs B 0

Fs -50
Fo -50

versdo 0 9/15
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ALl, AL2, AL3 - AL4, ALS, AL6

Graus de liberdade - sistema local:
Graus de liberdade - sistema global: AG4, AG5, AG6 - AG7, AG8, AG9

BARRA b Nés2-3

SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

SISTEMA DE EIXOS LOCAL

Comprimento da barra: L=5m

B =

4
os B = —
cos f3 <
3
se ==

n B c

Mét. Desl. — Estrutura continua
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F/resa =0
p,.L _ py=-9,6 kN/m
Fiesq = Y = 9,6 X5 = —24 kN
2 2 Fi.en - LOCAL
2
p, .L _ 2
FM—esq = y12 = 9'?-;(5 = —20 kNm F1 0
pv =-9,6 kN/m F2 24
F/rair =0 Fs _ 20
_PyL  —9,6x5 Fa 0
Frgir = 5 = > = —24 kN Fe 24
F -20
2 6
py-L -9,6 x5°
F ir= — y = - . =
M-d 5 > 20 kNm

20 kNm
24 kN
L=
20 kNm }C/
24 kN
L =
e = sz _ 7,22>< 5 _ 18 kN px=7,2kN/m
Fien - LOCAL
FJ_esq =0
-1
F M-esq = 0 Fa 8
Px = 7,2 kN/m F2 0
_ byL 7,5 x5
Fydir = = = 18 kN Fs 0
2 2 =
Fa -18
Fiar=0 Fs 0
Fuair=0 Fe 0

18%

versdo 0 11/15 Mét. Desl. — Estrutura continua
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py=-9,6 KN/m + px=7,2kN/m Barrab - Nos 2-3

Fien - LOCAL Fien - LOCAL

ks 0 - 18 Fs -18

Fa 24 + 0 F, 24

F3 _ 20+ 0 F3 _ 20

Fa | 0-18 “r |~ 18

Fs 24 + 0 Fs 24

Fe 20 + 0 Fe -20

=T
I:Global =T FLocal

cosa = —0,8
oa =
sen oo = 0,6
Barrab - Nos 2-3
| Foen | = | i | * | Fev | Feen - GLOBAL
4 Fa -0,8 -0,6 0 0 0 0 1 -18 4| Fa 0 kN
5| Fs 0,6 -0,8 0 0 0 0 2 24 5| Fs -30 kN
6| Fe 0 0 1 0 0 0 3 20 61 Fs | _ 20 kNm
71 R 0 0 0 | -08 -06 0 4| -18 71 Fr |7 0 kN
8| Fs 0 0 0 0,6 -0,8 0 5 24 8| Fs -30 kN
9 Fo 0 0 0 0 0 1 6 -20 9| Fe -20 kNm
1 F1 1 0 1 0
2 F2 2 -50 2 -50 kN
3 F3 3 50 3 50 kNm
4 F4 4 0 4 0
5 F5 5 -30 5 -30 kN
6 F6 6 20 6 20 kNm
7 F7 7 -15+0 7 -15kN
Vetor solicitacao: [ Fo ] = 3 F8 = 3 -20-50-30 = 8| -100kN
9 F9 9 10-50-20 9 -60 kNm
10 15 kN 10 15 kN 10 15 kN
11 2 kN 11 2 kN 11 2 kN
12 -12 kNm 12 -12 kNm 12| -12kNm
13 - 45 kN 13 -45 kN 13 -45 kN
14 -18 kN 14 -18 kN 14 -18 kN
15 -48 KNm 15 -48 kNm 15 -48 kNm

versdo 0 12/15 Mét. Desl. — Estrutura continua
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ALINEA c

Encastramento do né 1: A1=-0,002m <« (deslizamento horizontal do apoio)
A2=0
A3=0

Determinacdo de A10 e A1l

k&t ]x[a] = [F]+ [&]

No esquema em baixo estdo assinalados (sombreados) na matriz de rigidez global os valores ndo nulos.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 _

1 1] Al 1| F, 1| R,
2 2| A2 2| F, 2| R,
3 3| A3 3| F; 3| Rs
4 4| A4 4| F, 4| Ra
5 5| A5 5| Fs 5| Rs
6 6| A6 6| Fg 6| o
7 7| A7 7| Fy 71 o
8 X 8 A8 | =8| Fg |+ 8| o
9 9| A9 9| Fq 9] o
10 10| A10 10| Fao 10| o
11 11| All 11| Fpy 11| 0
12 12| A12 12| Fqp 12 0
13 13| A13 13| Fu3 13| 0
14 14| Al4 14| Fig 14| o
15 15| Al5 15| Fis 150 o

Como ndo sabemos as reac¢des (desconhecemos os valores R1 a R5), s6 podemos escolher equagdes das
linhas 6 a 15.

Para evitar resolver um sistema de duas equagdes com duas incégnitas, deverdo ser escolhidas equagoes
gue permitam determinar independentemente A10 e Al11.

Equacdo correspondente ao grau de liberdade 13 = A10

K 13,7 X A7 + K13,9X A9 + K13,10X A10 + K13,13X Al3 + K13,15 x A15 = F13
-9000xA7+13500x A9 —1200000xA10 +1209 000 x A13 + 13500 x A15 = -45
-9000 x (-2,204x10%) + 13 500 x 1,449x10“ -1 200 000 x A10 + 1 209 000 x (-3,369x103) + 13 500 x (-1,527 x 10*%) = - 45

A10=-3,34x103m= -3,34mm <

versdo 0 13/15 Mét. Desl. — Estrutura continua
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Equacdo correspondente ao grau de liberdade 14 = Al1l

K 14,8 X A8 + K13,11 x A11 + K14,12 xA12 + K14,14X Al4 + K14,15X A15 = Fia
-900 000 x A8 —12 000 x A11 —24 000 x A12 +912 000 x A14—24 000 x A15= -18
- 900 000 x (-3,138X10'3) —12 000 x A11 -24 000 x 4,568X].0'4 +912 000 x (-3,169X10'3) —24 000 x (-1,527X10'4) =-18

All= -4,60x10°m=-4,60mm {

ALINEA d
Barraa [FL ] = [KL ] [AL ]— [FL-EN ]
O vetor das forgas equivalentes nodais no referencial local [ FLEn } ja foi calculado na alinea a).

Graus de liberdade - sistema local: AL1, AL2, AL3 - AL4, ALS5, AL6

BARRA a Nés1-3 ) )
Graus de liberdade - sistema global: AG1, AG2, AG3 - AG7, AG8, AG9
SISTEMA DE EIXOS LOCAL SISTEMA DE EIXOS GLOBAL
AG8 AGY AG2 AG3
AL4 (3) ALl (1) Tﬁ Tﬂ
: ; = g
G G
AL6 ('l ALS a] AL3 ('1 ALD ©) a] A
‘ 2m : 2m : ‘ 4m :
100 kN S0kN 50kN
50kNm (1\ (1\50 kNm
=
©) a] ® €) a] ®
Py= -100 kN
Fien - LOCAL
F1 0
F2 50
F: | | 50
Fa | 0
Fs 50
Fe -50

versdo 0 14/15 Mét. Desl. — Estrutura continua
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E facil relacionar o sistema de eixos local com o global: i 5% 10° ]
X
ALl & -AG1 AL1=2x103 0
AL2 & - AG2 AL2=0 0
AL3 & AG3 AL3=0 = [a/]=|]——
-3
A4 & - AGT AL4 = 2,204 x 103 2,204x 10
AL5 & -AGS8 AL5 =3,138 x 1073 3,138 x 103
_ -4
AL6 & AGY AL6 =1,449 x 10 1,449 x 10
[FL] = [KL] X [AL] - [FL-EN]
900 000 0 0 -900 000 0 0 2x1073 0 -183,728 |1
0 5062,5 10125 0 -5062,5 10125 0 50 64,418 |2
0 10125 27000 0 -10125 13500 0 50 79,815 |3
- Vo] ]
-900 000 0 0 900 000 0 0 2,204x 107 0 183,728 |4
0 -5062,5 -10125 0 50625 -10125 3,138x 1073 50 -35,582 |5
0 10125 13500 0 -10125 27000 1,449 x 107 -50 22,142 |6

Nota: Os cdlculos foram realizados com a ajuda do programa Excel, pelo que os resultados finais
apresentados poderdo ter algumas diferencas (de arredondamentos) em relagdo aos obtidos com
os algarismos significativos indicados nesta resolucgao.

} 2m | 2m |
35,582 kN 100kN 64,418 kN
22,142kNm ft\ 4\79,815 kNm
183,728kN  (3) B {) 183,728kN
-79,815
183,728
ﬁ 35,582 -22,142
| # m\ | E
-64,418 49,022
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