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EXERCICIO

Considere a estrutura representada na figura, composta por barras continuas com distintas secg¢des
transversais e materiais constituintes e da qual se representam abaixo o vetor solicitagdo, a matriz de
rigidez no referéncial local da barra e e a matriz de rigidez global.
A estrutura encontra-se submetida as seguintes a¢ées conhecidas:

- uma carga uniformemente distribuida de 25 kN/m perpendicular a barra a;

- uma forga vertical de 40 kN a atuar a meio da barra e;

- uma forga horizontal de 50 kN no né 4;

- uma forga de 100 kN perpendicular a barra b, a atuar no né 3;

- um deslocamento horizontal de 1,5 mm do apoio do né 2.

A estrutura encontra-se ainda submetida as seguintes a¢des de que se desconhece a grandeza e sentido:
- uma forga vertical P a atuar na barra c;
- um momento M a atuar a meio da barra b.

Na resolugcdo deste exercicio use a formulagdo matricial do Método dos Deslocamentos dos Noés e
apresente todos os calculos efetuados.

Para todas as barras assuma i<j, sendo i e j as numeragOes dos nods das barras. Os angulos dos eixos das
barras sdo medidos em torno do nd i.

Vetor solicitacdo [F]

1 50,1 kN
2 -20,7 kN
3 -55 KNm
4 37,5KN

5| -81,5525kN
6| 88,1122 kNm

[F]=
7| 47,4kN
| 57,2525 kN
9| -29,7449 KNm
10 50 kN
11 -20 kN
12| -20kNm
} 2m } 2m } 3m }
171429 0 0 |-171429 0 0
0 315 -1102 0 315 -1102
Matriz de rigidez no referencial [Ke ] _ 0 -1102 | 5143 0 1102 | 2571
15
local da barra e 4171429 0 0 | 171429 0 0
0 2315 1102 0 315 1102
0 1102 2571 0 1102 5143
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Matriz de rigidez da estrutura [K | ="

_ 1 2 3 4 5 6
1| 147637,95 13074,13 -427,17 -70799,07 -70622,29 -265,17

2| 13074,13 114 068,19 49,17  -70622,29 -70799,07 265,17
3 -427,17 49,17 1 960,66 265,17 - 265,17 530,33
4| -70799,07 -70622,29 265,17 319066,52 13074,13 103,17
5|1 -70622,29 -70799,07 -26517 13074,13 114383,06 -1583,21

6 -265,17 265,17 530,33 103,17 -1583,21  7103,52

7| -76838,88 57548,16 162 -171 428,57 0 0

8| 57548,16 -43 269,12 216 0 -314,87 1102,04

9 -162 -216 450 0 -1102,04 2571,43
10 0 0 0 -76 838,88 57 548,16 162
11 (1] 0 0 57 548,16 -43 269,12 216

12 0 0 0 -162 -216 450

7
-76 838,88

57548,16
162
-171428,57
0
0
319 066,52
13 074,13
-103,17
-70799,07
-70 622,29
- 265,17

8
57 548,16

-43 269,12
216
0
-314,87
1102,04
13 074,13
114 383,06
1583,21
-70 622,29
-70 799,07
265,17

9 10 11 12 _
-162 0 0 0
-216 0 0 0
450 0 0 0

0 -76 838,88 = 57 548,16 -162

-1102,04 57548,16 -43269,12 -216

2571,43

-103,17 -70799,07 -70622,29 -265,17
1583,21 -70622,29 -70799,07 265,17
7 103,52 265,17 - 265,17 530,33
265,17 147 637,95 13074,13 427,17
-265,17 13074,13 114068,19 -49,17
530,33 427,17 -49,17 1 960,66

a) Tendo em conta o vetor solicitagdo [F ] anteriormente representado,

determine o sentido e grandeza do momento M.

b) Determine as parti¢cdes B, C e D da matriz de rigidez da barra d no 2

sistema de eixos global.

A B

[x&]-

c) Recorrendo ao menor nimero possivel de equacdes, complete o
vetor dos deslocamentos [ A ] aqui representado, identificando

claramente a dire¢do e sentido de cada deslocamento calculados.

d) Calcule a grandeza e sentido da reacio horizontal no apoio do né 2.

e) Calcule e desenhe neste enunciado os diagramas de esforcos da

barra e.

NN

ESFORCO AXIAL ESFORCO TRANSVERSO

(kN) (kN)

(3]

10

11

12

162 216 450

A3

A4

A5
A6=1,591x 102 rad
A7=2,304x103m
A8=4,574x103m

A9
A10=4,201x103m
A11=2,793x 103 m

A12 =-1,215x 102 rad

MOMENTO FLETOR

(kNm)
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RESOLUCAO

e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS LOCAL

EA 0 0 _EA 0 0
L L
0 12E1  6EI 0 12EI  6EI
0 6E1  4EI o _6EI 2EI
[k = S SR
L _EA 0 0 EA 0 0
L L
o _12EI _6EI 0 12E1 _6EI
3 12 3 12
0 6E1 El o _6EI 4EI
12 L 12 L

e MATRIZ DE TRANSFORMACAO

coso  sen 0 0 0 0
-sen 0o, cos o 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T] =
0 0 0 coso  senq 0
0 0 0 -senQ, cos O 0
0 0 0 0 0 1

e MATRIZ DE TRANSFORMACAO TRANSPOSTA

cosQ -seno 0 0 0 0
sen o Ccos O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T]T =
0 0 0 coso -seno 0
0 0 0 sen o, Ccos O 0
0 0 0 0 0 1

e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

[Ke1=1[TI" [K. T[T]
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ALINEA a

e GRAUS DE LIBERDADE DA ESTRUTURA (SISTEMA GLOBAL)

Nas posi¢des 1, 2 e 3 do vetor solicitagdo, correspondentes ao né 1 (A1, A2, A3), entra a contribui¢do do
momento M a atuar na barra b e da carga uniformemente distribuida de25 kN/m a atuar na barra a.

Na posigdo 3 do vetor solicitacdo estdo somados o momento introduzido no né 1 pelo momento M a atuar
na barra b e o momento introduzido no né 1 pela carga uniformemente distribuida de 25 kN/m a atuar na
barra a.

b b F, 20,7 kN
ine _ _ arra arra a
Ouseja: F; = —55kNm = My, + M3sinN/m Fy 55 kNm
2 2)? , = >
barra a p.l 25%(34/2)
M = = = 37,5 kNm e
Comparando o sentido do momento no né 1 com o
sentido positivo do grau de liberdade A3, conclui-se:
barra a
M3skn/m = —37,5 kNm @) 3 W 37.5kNm
=

(=)
N
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F = —55kNm = ME™P+ Mg, =  —55=Mu™P-375 =  Mp™’=-175kNm(Q)

%:17,5kNm =  M=70kNm (©)

ALINEA b

Contribuicao da matriz de rigidez global de cada barra para a matriz de rigidez da estrutura:

_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 E E :
2 a+b a b
; | | |
] o ] o
5 a at+b+e c e
L L o o
[ke] ™=, 1 "; z
8 b c 5 b+c+d d
5 ; i (particdo B)
9 ' ' I
ol [ b .
11 : : d : d+e
: e : . : - x
; i (particdo C) ! (particdo D + e)
12 ! ' '

Tal como se pode constatar na figura anterior, a particdao B e C da matriz de rigidez global da barra d podem
ser “retirados” de imediato da matriz de rigidez global.

_ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1| 147637,95 13074,13 -427,17 -70799,07 -70622,29 -265,17 -76838,88 57548,16 -162 0 0 0

2| 13074,13 114 068,19 49,17 | -70622,29 @ -70799,07 265,17 57 548,16 -43 269,12 -216 0 0 0

3 -427,17 49,17 1960,66 265,17 - 265,17 530,33 162 216 450 0 0 0

41 -70799,07 -70622,29 265,17 319066,52 13074,13 103,17  -171428,57 0 0 -76 838,88 57 548,16 -162

5| -70622,29 -70799,07 -265,17 13074,13 114383,06 -1583,21 0 -314,87 | -1102,04 57548,16 -43269,12 -216

6 -265,17 265,17 530,33 103,17 -1583,21  7103,52 0 1102,04 257143 162 216 450

7| -76838,88 57548,16 162 -171 428,57 0 0 319066,52 13074,13 -103,17 -70799,07 -70622,29 -265,17

8| 57548,16 @ -43 269,12 216 0 - 314,87 1102,04 13074,13 114383,06 1583,21 -70622,29 -70799,07 265,17

9 -162 -216 450 0 -1102,04 257143 -103,17 1583,21  7103,52 265,17 -265,17 530,33
10 0 0 0 -76 838,88 57 548,16 162 -70799,07  -70622,29 265,17 147637,95 13074,13 427,17
11 0 0 0 57 548,16 @ -43 269,12 216 -70622,29 -70799,07 -26517 13074,13 114068,19 -49,17
12 0 0 0 -162 -216 450 - 265,17 265,17 530,33 427,17 -49,17 1960,66
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-70799,07 -70622,29 - 265,17
Partigdo B = -70622,29 -70799,07 265,17

265,17 - 265,17 530,33

-70799,07 -70622,29 265,17
Partigdo C = -70622,29 -70799,07 - 265,17

- 265,17 265,17 530,33

Consultando a matriz de rigidez global da estrutura acima representada, constata-se que a particdo D da

matriz lKgJ que precisamos de determinar se encontra somada com uma parte da matriz lKZJ , pelo que

precisamos de calcular a matriz IKZJ .

No enunciado é dada a matriz leJ Como lKZJz [T] leJ [T], precisamos de calcular a matriz de

Transformagdo [T] e [T]T.

[ .08 06 o] o o o |
.06 -08 0| 0 0 0
o o 1] 0 o0 o

[T]=

O 0 o0 ]-08 06 O
O 0 o0 |-06 -08 O
o o o] 0 o 1

[ 08 -06 o] o o o |
06 -08 0| 0 0 0
(1T - o 0o 1] 0 o0 o
O 0 o0 ]-08 -06 O
o 0o o006 -08 0O
o o o] 0 o 1

4 5 6 10 11 12

4| 76838.88 -57548.16 -162 -76 838.88 57 548.16 -162
5| -57548.16 43 269.12 -216 57 548.16 -43 269.12 -216

-162 -216 900 162 216 450

lke]= (7T |ke] (1=

10] .76 838.88 57548.16 162 76 838.88 -57548.16 162

111 5754816 -43269.12 216 |-57548.16 43269.12 216

12 -162 -216 450 162 216 900
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147 637,95 13 074,13 427,17 76 838.88 -57548.16 162
Parti;ﬁo D= 13074,13 114 068,19 -49,17 - -57548.16 43 269.12 216

427,17 -49,17 1960,66 162 216 900

70799.07 70622.29  265.17
Parti¢céo D = 70622.29 70799.07  -265.17

265.17 -265.17 1060.66

ALINEA ¢
Encastramento do né 1: A3=0

Apoio duplo do né 2: A4=15x10%m (deslizamento horizontal do apoio)
A5=0

Determinacdo de A9
(K& x[a] = [F]+ [R]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 1 Al=0 1 50,1 11 Ri
2 2 A2=0 2| 20,7 2| R»
3 3 A3=0 3 -55 3| Rs
4 4 A4 =1,5x1073 4 37,5 4| Ra
5 5 A5=0 5| -81,5525 5| Rs
6 Est 6| A6=1,595x10 _ 6| 881122 6| o0
7 Ka X ol a7 2,302x10°3 T 7 474 oo
8 8 A8 =4,574x103 8| 57,2525 8 0
9 9 A9 9| -29,7449 9| o

10 10| A10=4,201x103 10 50 0 0

11 11| Al11=2,793x103 11 -20 111 0

12 12| A12=-1,215x10? 12 -20 12| o0

Como ndo sabemos as reagdes (desconhecemos os valores R1 a R5), sé podemos escolher equacgGes das
linhas 6 a 12.

Vamos resolver a equagao da linha 9.

Equacdo correspondente ao grau de liberdade 9 = A9

Ko,6 X A6 + Ko7 X A7 + KggX A8 + KgoX A9 + Kg 10X AL10 + Ko 11X A1l + Kg12Xx A12 = Fg

2571,43x1,591 x 10 — 103,17 x 2,304 x 10 + 1 583,21 x 4,574 x 103 + 7 103,52 x A9 + 265,17 x 4,201 x 10 +
—265,17 x 2,793 x 10° + 530,33 x (-1,215 x 10?) = -29,7449

A9=-1,01x107?rad (Q )
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ALINEA d

Reacdo horizontal do apoiodon6é2 = R4

Equacdo correspondente ao grau de liberdade4 = R,

K4,4 x A4 + K4,6X A6 + K4,7X A7 + K4,10X A10 + K4,11X All + K4,12 XxA12 = Fs+Ry

319 066,52 x 1,5x 10 - 103,17 x 1,591 x 102 - 171 428,57 x 2,304 x 10 — 76 838,88 x 4,201 x 107 +
57 548,16 x 2,793 x 10 — 162 x (-1,215x 10?%) = 37,5+ R4

Ri= -112,29kN (<)
ALINEA e

Barraa [FL] = [KL ]. [AL]_ [FL-EN] = [KL 1.[7]. [AG]_ [FL-EN]

Graus de liberdade - sistema local: AL1, AL2, AL3 - AL4, ALS5, AL6

BARRA e Nés2-4
Graus de liberdade - sistema global: AG4, AG5, AG6 - AG10, AG11, AG12

SISTEMA DE EIXOS LOCAL SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

P, =32 kN ¢ (L a barra)

Forca 40kN = .
P, =24 kN ™ (// a barra)
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‘?C@

<

F1=0
P, .b 2
Fol = | 22— (L+2a)|= 32225 (542x25) = 16 kN
L 5
P,.a.b’ 2
|Faf = | 2200 | = 32XZIXBS _ 50 kNm
k 5
PY=32kN
F4=0
P, .b 2
IFsl = | 2 (L+2a)|= 22222 (542x2,5) = 16 kN
L 5
P,.a.b’ 2
IFol = |2 | = 32X25X25 _ 50 kN
L 5
7
&

N @

(98

12 kN

Px =24 kN

12 kN

0
%
Y
Py=32 kN
Fien - LOCAL
F1 0
F2 16
F3 _ 20
Fa - 0
Fs 16
Fe -20
Y/H\Y
(&)
£
\f—,l,
Px=24 kN
Fien - LOCAL
F1 -12
F2 0
F3 _ 0
Fa | -12
Fs 0
Fe 0
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Py=32kN + Px=24kN Barrae - Nos 2-4
Fien - LOCAL Fien - LOCAL
Fa 0-12 Fi -12
F2 16 F2 16
F3 _ 20 F3 _ 20
Fa | 0-12 = Fa B -12
Fs 16 Fs 16
Fe -20 Fs -20

[R]= [k ].[T].[Ag]-[Fen]

[ 171429 0 0 -171 429 0 0 1 [-08 06 o 0 0 o] [ 1,5x 1073 14 [ 12 ]
0 315  -1102 0 -315  -1102 -06 -08 0] 0 0 0 5 16
0 -1102 5143 0 1102 2571 0 o 110 0 o0 1,591x 102 [6 20
[FL} 7| 171429 0 0 171429 0 o M| o o o|-08 06 o | 4,201x10° 10 | -12
0 -315 1102 0 315 1102 0 0 0]-06 -08 0 2,793 x10° |11 16
0 -1102 2571 0 1102 5143 0 0 ol o0 o 1 -1,215x102|12  |--20
[ F, ] =] 70162 %’\’5;.,
F) -14.570
Fa -10.110 ’gq
[FL} =17 | e 7%
Fs -17.430
Fo 17.261

Nota: Os cdlculos foram realizados com a ajuda do
programa Excel, pelo que os resultados finais
apresentados poderdo ter algumas diferencas (de
arredondamentos) em relagdo aos obtidos com os
algarismos significativos indicados nesta resolucdo.

ESFORCO AXIAL ESFORCO TRANSVERSO MOMENTO FLETOR
(kN) (kN) (kNm)
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