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EXERCICIO

Considere a estrutura representada na Figura 1, composta por barras continuas com distintas sec¢des
transversais e materiais constituintes.

Para além da forga vertical de 40 kN a atuar a meio da barra 2 e da forga horizontal de 50 kN a atuar a
meio da barra 3, a estrutura estd ainda submetidas as seguintes ac¢des:
— carga p uniformemente distribuida e perpendicular a barra 1, de que se desconhece a grandeza;

— forga horizontal H a actuar no né 3, de que se desconhece a grandeza.

2m T 3m |

Figura 1

Na resolugdo do exercicio use a formulagdo matricial do Método dos Deslocamentos dos Nés, assumindo
i<j, sendo i e j as numeracGes dos nds das barras. Os angulos dos eixos das barras sdo medidos em torno
dondi.

Considere ainda a informacdo que seguidamente se apresenta (sistema de unidades compativel com a
Figura 1).

Matriz de rigidez da estrutura [ KG] Est

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
;| 68086656 | 17217,792 -194,4 -45 000 0 (] -23 086,656 -17217,792 -194,4 0 (] 0
5| 17217,792 | 13296,069 76545 0 -253,125 506,25 |(-17217,792 -13 042,944  259,2 0 0 0
5| -1944 765,45 2430 0 -506,25 675 194,4 -259,2 540 0 (] 0
4 -45 000 0 0 45 600 0 -900 -600 0 -900 0 0 0
5 0 -253,125 = -506,25 0 60 253,125 | - 506,25 0 -60 000 0 0 (] 0
6 0 506,25 675 -900 -506,25 3150 900 (] 900 0 (] 0
;| -23 086,656 |-17217,792  194,4 - 600 0 900 36 729,6 (] 1353,6 |(-13042,944 17217,792 259,2
g| ~17217,792 -13 042,944 | -259,2 0 -60 000 (] 0 96 129,6 -64,8 |17217,792 -23086,656  194,4
o -—1944 259,2 540 -900 0 900 1353,6 -64,8 3960 -259,2 -194,4 540
10 0 0 (] 0 0 (] -13 042,944 17217,792 -259,2 | 13 042,944 |-17217,792 -259,2
11 0 0 (] 0 0 (] 17 217,792 -23 086,656 -—194,4 |-17217,792| 23 086,656 —194,4
12 0 0 (] 0 (] (] 259,2 194,4 540 -259,2 -194,4 1080
versao 0 1/7 Mét. Desl. — Estrutura continua
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Matrizes de rigidez das barras 2 e 3 no sistema de eixos local

45 000 0 0 —-45 000 0 0
0 253,125 506,25 0 —253,125 506,25
0 506,25 1350 0 -506,25 675
—45 000 0 0 45 000 0 0
0 —-253,125 -506,25 0 253,125 -506,25
0 506,25 675 0 -506,25 1350

[ 60 000 0 0 —60 000 0 0
0 600 900 0 -600 900
0 900 1800 0 -900 900

—60 000 0 0 60 000 0 0
0 -600 -900 0 600 = —900
0 900 900 0 -900 1800

10

11

12

Vetor solicitacao

40,5
-74
-76,25
25
-20
1,25

95,5

Vetor dos deslocamentos

10

11

12

0
0
0
0

-2,46x1073m
-6,18x1073 rad

2,03 x103m
-2,08 x103m
1,96 x 1072 rad
(]

0
0

uniformemente distribuida p.

b)

no sistema de eixos global.

Determine as particdes A e B da matriz de rigidez da barra 1

[ -

Tendo em conta o vetor solicitacdo [F] anteriormente representado, determine a grandeza da carga

A

C

e === e = AR

c) Determine o momento fletor atuante na sec¢do onde estd aplicada a for¢a de 40 kN, na barra 2

versdo 0
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RESOLUCAO

* MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS LOCAL

[T] =

[T]7 =

EA 0 0 -EA 0 0
L L
12E1I 6EI _12EI 6EI
0 13 LT 0 13 12
o  BEL  4EI o _BEI 2EI
12 L 12 L
_EA 0 0 EA 0 0
L L
12EI _6EI 12EI _6EI
0 6EI  2EI o _BEI A4EI
2 L 12 L
MATRIZ DE TRANSFORMACAO
cosa send 0 0 0 0
-send cosd 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosa senda 0
0 0 0 -sena cosa 0
0 0 0 0 0 1
MATRIZ DE TRANSFORMACAO TRANSPOSTA
cosa -senda 0 0 0 0
send cos 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosa -send 0
0 0 0 sena cosd 0
0 0 0 0 0 1

MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

[Ke1=[T1" [k ][T]

versdo 0
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ALINEA a

* GRAUS DE LIBERDADE DA ESTRUTURA (SISTEMA GLOBAL)

A8 A

Y
3)

ﬁAQ

ﬁA1 2

A10

Nas posicoes 1, 2 e 3 do vetor solicitagdo, correspondentes ao né 1 (A1, A2, A3), entra a contribuicdo do
momento da carga uniformemente distribuida p a atuar na barra 1 e da forca de 40 kN a atuar na barra 2.

Na posi¢ao 3 do vetor solicitagdo estdo somados o momento introduzido no né 1 pela carga uniformemente
distribuida p a atuar na barra 1 e o momento introduzido no né 1 pela for¢a de 40 kN a atuar na barra 2.

Ouseja: F,=—-76,25kNm = F,=76,25kNm QQ 74kN
F2 F3 1 76,25 kNm
F= M2 M2 = 76,25 kNm . = ] \

P A Q>
N F1 N 40,5kN
2 20 kN 20 kN
Foae? = A2 (4.12x2) = 20kN 40KN
4 20 kNm 20 kNm
5 _ .

barra 2 40x2x2
M = ——="= = 20kN

40kN 22 M e e 2m | 4m |

barral _ PX5 _
Fp —T —2,5pkNm

2
barra 1 px5 25 =
M = =25, kN A
b 12 12P ?g:«

- barra 1 barra2 _
= MO+ Mo ® = 76,25 kNm Q

20 + % p=7625 = p=27kN/m

versao 0 a4/7 Meét. Desl. — Estrutura continua
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10

11

12

ALINEA b

Contribuicdo da matriz de rigidez global de cada barra para a matriz de rigidez da estrutura:

[KG] =

1+2
(particdo A + 2)

4
5 2

6

N
8 1

9

o

11

12

10 11

1
(particdo B)

3 4
1+3+4 4
4 4

12

Tal como se pode constatar na figura anterior, a particdo B da matriz de rigidez global da barra 1 pode ser
“retirada” de imediato da matriz de rigidez global.

1

68 086.656

2 3 4

17217.792 -194.4  -45000
17 217.792 13 296.069  765.45 0
-194.4 765.45 | 2430 0
-45 000 0 0 45 600
0 -253.125 | -506.25 0
0 506.25 675 -900
-23086.656 -17 217.792 194.4 - 600
-17 217.792 -13 042.944 -259.2 0
-194.4 259.2 540 -900
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
Partigdo B =

5 6 7 8 9
0 0 -23 086.656 -17 217.792 -194.4
-253.125 506.25 -17 217.792 -13 042.944  259.2
-506.25 675 194.4 -259.2 540
0 -900 - 600 0 -900
60 253.125  -506.25 0 -60 000 0
-506.25 3150 900 0 900
0 900 36 729.6 0 1353.6
-60 000 0 0 96 129.6 -64.8
0 900 1353.6 -64.8 3960
0 0 -13042.944 17 217.792  -259.2
0 0 17 217.792 -23 086.656 -194.4
0 0 259.2 194.4 540
-23 086.656 @ -17 217.792 -194.4
-17 217.792 | -13 042.944 259.2
194.4 -259.2 540

10 11 12
0 0 0 i
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
-13042.944 17 217.792  259.2
17 217.792 -23 086.656  194.4
-259.2 -194.4 540
13 042.944 -17 217.792 -259.2
-17 217.792 |23 086.656 - 194.4
-259.2 -194.4 1080

Consultando a matriz de rigidez global da estrutura acima representada, constata-se que a particdo A da
matriz [ Ké] que precisamos de determinar se encontra somada com uma parte da matriz [ K(z;], pelo que
precisamos de calcular a matriz [ Ké]

A barra 2 é horizontal com o né menor a esquerda, logo [ Ké] = [ Kf] .

versdo 0
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i 1 3 4 5 6
1 45 000 0 -45 000 0 0
2 0 253,125 506,25 0 -253,125 506,25
[ KZ] 3 0 506,25 1350 0 -506,25 675
G =
41 -45000 0 45 000 0 0
5 0 253,125  -506,25 0 253,125  -506,25
6 0 506,25 675 0 -506,25 1350
68 086.656 | 17 217.792 | -194.4 45 000 0 (]
Particéio A = 17 217.792 |13 296.069 | 765.45 0 253,125 506,25
-194.4 765.45 2430 0 506,25 1350
23086.656 17217.792  -194.4
Particéo A = 17 217.792 130042.944  259.20
-194.4 259.20 1080
ALINEA c
Barra 2
[FL] = [Ke] . [AL] [ Flen ]

BARRA 2

; Graus de liberdade - sistema local:
Nés1-2

ALl, AL2, AL3 - AL4, ALS, AL6

Graus de liberdade - sistema global: AG1, AG2, AG3 - AG4, AG5, AG6

SISTEMA DE EIXOS LOCAL

SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

AL5 T ﬁALG

AL2 T ﬁALS
=

AG2 TﬂAGs AG5 TﬂAGG

1 ~ > N > ~ >
Do Z 2 ot Oprs 2 2) ocd
E facil relacionar o sistema de eixos local com o global:
ALl = AG1 =0 AL 4 [ 0 |
AlL2 = AG2 =0 AL, 0
AL3 = AG3 = 0 [ay] = |2 0
A4 = AG4 = 0 SR YR 0
ALS = AGS5 = -2,46x103m Als -2,46x10°
AL6 = AG6 = -6,18x1073 rad Alg -6,18x10°3

versdo 0
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2
Foame? = 242 (442x2) = —20kN
4
N6 1 (extremidade a esquerda) 5
barra2 _ —40x2x2° _
M 40kN 4—2 = —20kNm
2
barra2 _ —40x2 _
b —4—3(4+2x2)— ~20kN
No 2 (extremidade a direita) )
barra2 _ —40x2x2° _
M 40kN - _4—2 - ZOkNm
20 kN 20 kN Fren 1 [ o0 ]
40 kN Fi. -20
l fl\‘zo kNm 20 kNm (1\ FL EN 2 2
L-EN 3 -
- . FLen | = =
[ ] FL-EN 4 0
} 2m } 2m } } 4m } FLen s -20
FL-EN 6 20
[FLl = [Kp 1. [A] — [Fren]
[ 45000 0 0 -45 000 0 0 o | 0
0 253,125 506,25 0 253,125 506,25 0 2 20
. 0 506,25 1350 0 -506,25 675 0 3 20
[ L}_ ~45000 0 0 45000 0 o |* o |+ | o
-253,125  -506,25 0 253,125  -506,25 2,46 x 1072 |5 -20
506,25 675 0 506,25 1350 6,18 x 102 |6 20
‘] [ o ] 17,492 kN 40 kN 22,508 kN
F2 17,432 17,071 kNm 27,102kNm
Fs 17.071
ot -2 | |
4 © )
Fs 22,508 W 2 2)
Fe -27,102 | 2m } 2m |
-27,102
-17,071

B

M(z=2m) =-17,071 + 17,492 x 2 = 17,913 kNm

17,913

MOMENTO FLECTOR
(kNm)

Nota: Os calculos foram realizados com a ajuda do programa Excel, pelo que os resultados finais
apresentados poderdo ter algumas diferengas (de arredondamentos) em relagdo aos obtidos

com os algarismos significativos indicados nesta resolucdo.

versao 0 7/7 Meét. Desl. — Estrutura continua



