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EXERCICIO PROPOSTO (EXAME 13/SETEMBR0O/2023)

Considere a estrutura articulada representada 28 kN
na figura e toda a informacdo que -

seguidamente se apresenta. @ [b] ©) E
As barras da estrutura poderdo apresentar 30 sz

seccOes diversas e ser constituidas por
diferentes materiais.

@ |I| 3.0m

Para todas as barras assuma que i < j, sendo i
e j as numeragGes dos nds da barra, e os
angulos dos eixos das barras medidos em ®

®
. 4o A
tornodonéi. 210 m % [ K1_0kN
15 kN
\
|

Faca uso da formulagdo matricial do Método mr
dos Deslocamentos dos Nos.

40m :
Nota: A forca de 30 kN aplicada no né 4 é |

perpendicular a barra e. Figura

a) Considere que é conhecida a diagonal principal da matriz de rigidez da estrutura e as matrizes de rigidez
no referencial local da barra a, barra b e barra f, conforme abaixo se descreve.

Defina a matriz de rigidez no sistema global da barra e.

1 2 3 4 5 6 7 8
1] 57600 19200
2| 19200 38400
3 48 384 -12 288
Matriz de rigidez
4 -12288 24576 da estrutura
5 57 600 19 200 (incompleta)
6 19200 29760
7 48 384 -12 288
8 -12288 33216
barra a 32 000 0 -32000 0
al _ bl _ 0 0 0 0
e [ K Lj| = [ K L:l = (matriz de rigidez — sist. eixos local)
barra b -32000 0 32 000 0
0 0 0 0
[ 15 360 0 -15360 0
fl_ 0 0 0 0
barra f [ Ki|= (matriz de rigidez — sist. eixos local)
-15360 0 15 360 0
0 0 0 0
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Na resolugdo das alineas b) e c) considere que houve necessidade de proceder a uma remodelagdo da
estrutura. Esta manteve a sua geometria e a¢Oes (forcas atuantes e assentamento de apoio) mas foi
realizada utilizando barras com dreas e materiais diferentes dos inicialmente previstos.

Seguidamente apresenta-se a matriz de rigidez da estrutura remodelada.

1 2 3 4 5 6 7 8
1| 14400 4800 @ -8000 0 6400 -4800 0 0
2| 4800 9600 0 0 -4800 -3600 0 -6 000
3| -8000 0 14400 -4 800 0 0 6400 4800

Matriz de rigidez
4 0 0 -4800 7440 0 3840 4800 -3600 da
5| -6400 -4800 0 0 12525 4800 @ -6125 0 estrutura
remodelada

6| -4800 -3600 0 3840 4800 7440 0 0 -
7 0 0 6400 4800 @ -6125 0 12525 -4 800
8 0 6000 4800 -3600 0 0 -4800 9600

b) Determine o vetor dos deslocamentos da estrutura remodelada, tendo em conta que ja foram obtidos
os seguintes deslocamentos:

Deslocamento vertical do nd 3: 6,507 mm
Deslocamento horizontal don6 4: 3,053 mm ¢«

Indigque claramente as direcgdes e sentidos de todos os deslocamentos.

c) Caracterize os esforcos que actuam na barra b, sabendo que na estrutura remodelada essa barra é
realizada por um perfil com seccdo transversal quadrada com 3,5 cm de lado e o material que a constitui
apresenta um maddulo de elasticidade de 20 GPa.

RESOLUCAO

e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS LOCAL: K,

L 0 1 0
0 0 0 0

e ] = EA EA
L o T 0

versdo 0 2/7 Meét. Desl. — Estrutura articulada
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e MATRIZ DE TRANSFORMACAO: T

_ coso  send 0 0
-seno  Ccos O 0 0
0 0 coso  send
0 0 -senQ Ccos

MATRIZ DE TRANSFORMAGCAO TRANSPOSTA: T7

cosQ -senoQ 0 0
senQ  Ccos O 0 0
0 0 coso  -seno
0 0 seno  Ccos O

e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS GLOBAL: K ¢

[Ke1=[TI"[K 1[T]

Alinea a)

Graus de liberdade associados aos nds da estrutura:

Contribuicdo de cada uma das barras na matriz de rigidez global da estrutura:

1 2 3 4 5 6 7 8
1
a+c+d a d C
2
3
a at+te+f f e
4
-
5
d f b+d+f b
6
7
C e b b+c+e
8
3 4 8 9
3 I
X | -X
4
Matriz de rigidez global da barra e: [Kg}= ————— F--- X:[KESTJ_[KZJ_[KE}
8
XX
9 1

versao 0 Mét. Desl. — Estrutura articulada
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1 2 3 4
1] 32000 0  -32000 O
barraa [KZ} =2 0 0 0 0
3] -32000 0 @ 32000 O
4 0 0 0 0

s [ ] =[1)7 ] [7)

cos 90° sen 90° 0 0 0 : 0
[r]= |seno cos 90° 0 0 100 0
0 0 cos 90° sen 90° o O ‘0 1
0 0 -sen 90° cos 90° 0 0 5_1 0
[ cos90° -sengo° 0 o | Jo -1/0 o]
(7] - sen 90° cos90°§ 0 0 1 0‘0 0
0 0 cos90° -sen90° 0 o‘o 1
0 0 sen 90°  cos 90° 0 051 0
] =l xe] [7)
0 -1/0 0 15360 0 -15360 0 0 1,00
[Kf}=1oloox 0 oéo 0 1 0|0 o
G 0 o|o 1 |"|-15360 0 15360 0 0 o‘o 1
0 0i1 0 0 o o0 0 0 0{-1 0
3 4 5 6
3] o o 0 0
. 4] 0o 15360 0 -15360
[KG} “sl o o 0o o
6] 0 -15360 0 15360

—K3; — Kj;=48384 — 32000 — 0 = 16384
- K3, —K5,=-12288 — 0 - 0 = -12288
Kgs = K3, =—12288

~K§, —Kj,=24576 — 0 — 15360 = 9216

versdo 0 4/7 Meét. Desl. — Estrutura articulada
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3 4 8 9
3 X : X 16384 -12288 i -16384 12288
I - ]
4 -12 288 9216 ! 12288 -9216
Matriz de rigidez global da barra e: [K Z} = |-=-- —:— --—|_ ;
8 X 1 X -16384 12288 i 16384 -12288
- |
9 : 12288 -9216 i -12288 9216
Alinea b)
DESLOCAMENTOS
N6 1: A1=-2x103m 62:A3="7 63:A5=0 N6 4: A7=-3,053x103m
A2=7 A =0 A6 =-6,507x10%m A8=0
-2x103 1
A2 2
A3 3
0 4
Vetor dos deslocamentos: A= |-——————————
0 5
-6,507 x103 |6
-3,053x103 |7
0 8
FORCAS EXTERIORES
N6 1: F1=0 62: F3=-10kN N63: F5=0 N6 4: F7=-30x0,6=-18 kN
F2=-15kN F4=0 F6 =- 28 kN F8=-30x0,8=-24kN
0 1
-15 2
-10 3
0 4
Vetor das for¢as: F= |————
0 5
-28 6
-18 7
-24 8
versdo 0 5/7 Meét. Desl. — Estrutura articulada



Engenharia do Porto EXAME DE EPOCA ESPECIAL (SETEMBRO) — 2019/2020
METODO DOS DESLOCAMENTOS

Isabel Alvim Teles

is‘ep Instituto Superior de TEORIA DE ESTRUTURAS

Licenciatura em Engenharia Civil

e xlacl= ]| v

| Kc - Estrutura | X | 4 | = | Fs | + | RGl
1 2 3 4 5 6 7 8

1| 14400 4 800 -8 000 0 -6 400 -4 800 0 0 1 -0.002 1 0 7] R1
2| 4800 9600 0 0 -4 800 -3 600 0 -6 000 2 A2 2| -15 2

3| -8000 0 14400 -4800 0 0 -6 400 4 800 3 A3 3| -10 3

4 0 0 -4 800 7 440 0 -3 840 4 800 -3 600 4 0 4 4| R4
5| -6400 -4 800 0 0 12 525 4 800 -6 125 0 5 0 5 5| R5
6| -4800 -3600 0 -3 840 4 800 7 440 0 0 6| -0.006507 6| -28 6

7 0 0 -6 400 4 800 -6 125 0 12525 @ -4 800 7| -0.003053 71 -18 7

8 0 -6 000 4 800 -3600 0 0 -4 800 9600 8 0 8| -24 8| R8
Linha 2

4 800 x (—0,002) + 9 600 x A2 — 3 600 x (—0,006507) =15
A2 =-0,003003 =-3,003 x 10° m =-3,003 mm ¢

Linha 7
— 6400 x A3 +12 525 x (-0,003053) =-18
A3 =-0,003162=-3,162x103m =-3,162 mm ¢«

Alinea c¢)
EA EA
L 0 L 0
0 0 0 0
-
EA EA
L 0 L 0
0 0 0 0

Barrab: E=20x10%°kPa; A=3,5x3,5x10%=12,25xx10*m?; L=4m

EA _ 20x10°x12,25x107*

EA _ — 6125
L 4
) ALl AL2 AL3 Al4
6125 0  -6125 o |44 @ b] ©)
AL2
[ Kb:| | o 0 0 0 AL3 AL1
L AL3
6125 0 | 6125 0 AL AL
0 0 0 o |2

versdo 0 6/7 Meét. Desl. — Estrutura articulada



Engenharia do Porto EXAME DE EPOCA ESPECIAL (SETEMBRO) - 2019/2020

METODO DOS DESLOCAMENTOS
Licenciatura em Engenharia Civil Isabel Alvim Teles

is‘ep Instituto Superior de TEORIA DE ESTRUTURAS

A8 A6
0 !@ A7 [b] @! A5

ALl = —AS5 =
AL2 = —A6 = — (- 6,507 x 103) = 6,507 x 103 m
AL3 = —A7 = —(—3,053x103) = 3,053 x 103 m
Ald = -A8 =0 @ IEI @
AL3 AL1
AL4 AL2
|:FL:| :[KLjIX[AL]
F3 F1
F4 F2
F. 6125 0 -6125 0 0 - 18,70
[F }_ Fl | o 0o | 0 0 6,507x107 | 0
: Fs | [-6125 0 6125 0 3,053x103 | | 18,70
Fa 0 0 0 0 0 0
0 e
18,70 KN 18,70 KN

Na barra b estd a atuar um esforco de tracdo de 18,70 kN.

versdo 0 7/7 Meét. Desl. — Estrutura articulada



