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EXERCICIO PROPOSTO

indicadas.
A forca de 50 kN aplicada no né 2 é perpendicular a barra 3.

A forga de 10 kN aplicada no né 4 é tem a diregdo da barra 3.

a) Determine os deslocamentos dos nés da estrutura;
b) Determine as rea¢des nos apoios;

c) Trace os diagramas de esfor¢os da estrutura.

Responda as alineas aplicando o Método dos Deslocamentos.

Considere a estrutura representada na figura, realizada em betdo com E = 30 GPa e com as secgdes ai
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RESOLUCAO

o MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR - SISTEMA DE EIXOS LOCAL

EA _EA
L 0 0 L 0 0
12E1 6EI 12EI 6EI
0 3 12 0 3 12
6EI 4ET 6EI 2E1
0 2 0 -
L 2 L
[KL] — L L
_EA EA
L 0 0 L 0 0
12E1 6EI 12EI 6EI
0 EE: 0 ENRY]
6EI  2EI _BEI  4EI
0 2 L 0 2 L
e MATRIZ DE TRANSFORMACAO
coso  sen 0 0 0 0
-sen 0. Ccos O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T] =
0 0 0 coso  sendq 0
0 0 0 -sen QO C€OS O 0
0 0 0 0 0 1

¢ MATRIZ DE TRANSFORMACAO TRANSPOSTA

i cosa -seno O 0 0 0 |
seno, Ccos O 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[T1" = 0 0 0 coso. -senc O
0 0 0 seno €os O 0
0 0 0 0 0 1

® MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR - SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

[Ke 1=[T1 [K ] [T]
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ALINEA a)

e GRAUS DE LIBERDADE DA ESTRUTURA (SISTEMA GLOBAL)

A8 A5

AZA

A\A3

e MATRIZ DE RIGIDEZ LOCAL, MATRIZ DE TRANSFORMACAO E MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

BARRA 1 Nés 1-2 Graus de liberdade (sistema global): A1, A2, A3 - A4, A5, A6
E =30x10° kPa b=03m A=0.12 m? cosa =0
oa= 90° =
L=6m h=0.4m 1=0.002 m* sinot=1
[ 600 000 0 0 -600 000 0 0 ] i 0 1 0 0 0 0 |
0  2666.67 8000 0 -2666.67 8000 -1 0 O0}{ 0 0 O
1 0 8000 32000 0 -8000 16 000 1 0 0o 1,0 0 O
] - -
-600 000 0 0 600 000 0 0 0o 0o o0i{0 1 o0
0 -2666.67 -8000 0  2666.67 -8000 0o 0 0i{-1 0 o0
0 8000 16000 0 -8000 32000 o o o0{0 o0 1
1 2 3 4 5 6
1| 2666.67 0 -8000 | -2666.67 0 -8 000
2 0 600 000 0 0 -600 000 0
1 3| -8000 0 32000 8000 0 16 000
|:K @ :| B 4 | -2666.67 0 8 000 2 666.67 0 8 000
5 0 -600 000 0 0 600 000 0
6| -8000 0 16 000 8000 0 32000
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BARRA 2 Né6s2-3 Graus de liberdade (sistema global): A4, A5, A6 - A7, A8, A9
E = 30x10° kPa b=03m A=0.15m? o cosa =-1
L=2m h=05m 1=0.003 m* o= 180" sina= 0
_2250000 0 0  {-2250000 0 0 i -1 0 0/ 0 0 o0 ]
0 140625 140625 0 -140625 140625 0 -1 0{0 0 o0
[Kﬂ _ 0 140625 187 500 0 -140625 93750 [ 12 ] _ 0 0 1,0 0 O
2250000 O 0 2250 000 0 0 0 0 0{-1 0 ©
0 -140 625 -140 625 0 140 625 -140625 0 0 0{0 -1 0
0 140625 93750 0 -140 625 187 500 0 0 0{0 0 1
i 4 5 6 7 8 .
4 | 2250000 0 0 -2 250 000 0 0
5 0 140625  -140 625 0 -140625  -140 625
2 6 0 -140625 187500 0 140625 93750
[K 6 } "~ 7| 2250000 0 0 2250 000 0 0
8 0 -140625 140625 0 140625 140625
9 0 -140625 93750 0 140625 187500
BARRA 3 Nos2-4 Graus de liberdade (sistema global): A4, A5, A6 - A10, A11, Al12
E = 30x10° kPa b=03m A=0.15m? o cosa =0.8
L=5m h=05m 1=0.003 m* = -3687° sin o = -0.6
- 900 000 0 0 -900 000 0 0 [ 08 -06 0 0 0 O ]
0 9 000 22 500 0 -9 000 22 500 06 08 O 0 0 0
[Kf} _ 0 22500 75000 0 22500 37500 [T"‘ } _ 0 0 1.0 0 O
-900 000 0 0 900 000 0 0 0O 0 0 08 -06 0
0 9000 -22500 0 9000 -22500 0O 0 0 06 08 0
0 22500 37500 0 -22500 75000 0 0 0 0 0 1
4 5 6 10 11 12
4| 579240 -427680 13500 | -579240 427680 13 500
5| -427680 329760 18000 | 427680 -329760 18000
3 6| 13500 18000 75000 | -13500 -18000 37500
[KG } 10| 579240 427680 -13500 | 579240 -427680 -13 500
11| 427680 -329760 -18000 | -427680 329760 -18000
12| 13500 18000 37500 | -13500 -18000 75000
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¢ VETOR DE SOLICITACAO

Solicitacdo aplicada nos nds (sistema global)

No 2 No 3
4| -30 7 7
5| -40 8
6 0 9

N6 4
10 8
——— ﬂ_

12

Solicitacdo aplicada nas barras — Forcas equivalentes nodais

_ 7T
I:Global =T . I:Local

Graus de liberdade - sistema local:

11 -6 RN
|
I

AL1, AL2, AL3 - Al4, AL5, AL6

BARRA 1 Nés 1-2 _ _
Graus de liberdade - sistema global: AG1, AG2, AG3 - AG4, AG5, AG6
F1 = 0
|:2=pV'L - 5X6 _ 45 kN pv=-5kN/m
2 2 Fren - LOCAL
2 2
Fs= Pylz - '51X26 = -15 kNm - -
=-5kN/m !
P m e 2o F. 15
_Py:lb  5x6_ Fs |_[ 15
Fs= > = -15 kN Fa 0
2 Fs -15
Py.L -5 x6
F - = = 15 kN
° 12 12 m Fe 15
SISTEMA DE EIXOS SISTEMA DE EIXOS
LOCAL GLOBAL
15 kN
@ E @ AL6 A AL4 Ac5 A ﬂAGG
15 kNm L ® @ |—»
AL5 AG4
£
<
0 1] 1]
L —
15 kNm
AL1 AG2 3
ONERE kN—é ©) AL?‘]‘ ‘[ﬂAG
AL2 ® ® AG1
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E facil relacionar o sistema de eixos local com o global:

ALl & AG2
AL2 & -AG1
AL3 & AG3
AL4 & AGS5
AL5 < -10G4
AL6 < AG6

Barral - Nés 1-2 Barral - Nés 1-2
Fien - LOCAL Fe.en - GLOBAL
Fy 0 F1 15
F -15 F2 0
Fs  |_| -15 Fs s
Fa | | O - .| | 15
Fs -15 Fs 0
Fe 15 Fs 15

Vamos confirmar fazendo: Fgopal = T - Flocal

Barral - Nos 1-2

| Foen | = | TT | * | Feen | Fsev - GLOBAL
1 F1 0 -1 0 0 0 0 1 0 1 F1 15 kN
2 F2 1 0 0 0 0 0 2 -15 2| F2 0 kN
3 F3 0 0 1 0 0 0 3 -15 3| Fs _ -15  kNm
4| Fa 0 0 0 0 -1 0 4 0 4| Fa || 15 kN
5 Fs 0 0 0 1 0 0 5 -15 5| Fs 0 kN
6 Fe 0 0 0 0 0 1 6 15 6| Fe 15 kNm

; Graus de liberdade - sistema local: AL1, AL2, AL3 - AL4, AL5, AL6
BARRA 3 Nos 2 -4

Graus de liberdade - sistema global: AG4, AG5, AG6 - AG10, AG11, AG12

SISTEMA DE EIXOS LOCAL SISTEMA DE EIXOS GLOBAL

ﬂAG 6

AG5

@ AG10
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Py = -16 kN ¢ (L a barra)
Forga 20kN = 3m
P, = +12 kN N~ (// a barra)
)
o,%*
S N
7 7$ K
@
=
s @ 7
7 %9
3)6‘
A,
7y
@ ’)’e;
2
F,=0 Py=-16 kN
b? 16 x1,8752 Fuen - LOCAL
F)= (L+2a) = —==272 (5+42x3,125) = -5,0675 kN
3 53
F1 0
P,.a.b? -16 xX3.125%1.8752 F2 -5.0625
F.= Y — ’ ’ — .
3 3 -2 7,03125 kNm e | | 7.03125
Py =-16 kN Fa | 0
Y F.=0 4
Fs -10.9375
.al 2 Fe 11.71875
Fo= Y (L+2b) = w(sum,ms): -10,9375 kN
L 5
P,.a%.b - 2
Fo= — Yo 7 o A6 XBABTXLETS _ 4y 71875 kNm
L 5
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Px =12 kN
P, .b
Fo= Ix _ 12 x1,875 _ 4,5 kN O
L 5 Fien - LOCAL
Fz = O
0 F1 4.5
F3 =
Px=12 kN F2 0
P, .a
FooPad _ 12X3125 oo s | 0
L 5 Fa 7.5
FS = O F5 0
F
Fo=0 °
Py=-16 kN + Px=12kN Barra3 - Nos 2-4
Fien - LOCAL Fien - LOCAL
F1 0+45 F1 4.5
F2 -5.0625 F2 -5.0625
Fs | -7.03125 Fs _ -7.03125
Fa | 0+75 = Fa h 7.5
Fs -10.9375 Fs -10.9375
Fe 11.71875 Fs 11.71875
Barra3 - Nés 2-4
‘ Fe.en ‘ = ‘ TT ‘ * ‘ Fien ‘ Feen - GLOBAL
4 Fa 0.8 0.6 0 0 0 0 1 4.5 Fa 0.5625 kN
5 Fs -0.6 0.8 0 0 0 0 2| -5.0625 Fs -6.75 kN
6 Fs 0 0 1 0 0 0 31-7.03125 Fe | | -7.03125 kNm
10| Fio 0 0 0 08 06 0 4| 75 10| Fio | | -0.5625 kN
11| Fu 0 0 0 -0.6 0.8 0 51 -10.9375 11| Fua -13.25 kN
12| F12 0 0 0 0 0 1 6111.71875 12| Fiz 11.71875 kNm
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10

11

12

Vetor solicitacdo

sistema de eixos global

15
0
-15

-30+15+0.5625
-40-6.75
15-7.03125

7
0
0

8-0.5625
-6-13.25
11.71875

15
0
-15

-14.4375
-46.75
7.96875

7
0
0

74375
-19.25
11.71875

10

11

12

Vetor das reacoes

sistema de eixos global

10

11

12

R1

R2

R3
0

Vetor dos deslocamentos

sistema de eixos global

10

11

12

A4
A5
A6
a7
-0.001
A9

a11
A12
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¢ MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL DA ESTRUTURA

[Ke 15t . [Ag] = [Fs 1+ [Rg ]

o N o u b

[KLL]' [Au ]+[KLF]' [AF ]= [FL ] = [ALi ]

[KFL]' [Au ] +[KFF]- [AF ]: [FF ]+ [RF ]

Na pagina seguinte estdo representados o sistema [Kg |¥'.[Ag] = [Fg ]+ [Rg ] na forma

inicial, com os graus de liberdade ordenados de forma crescente do 1 ao 12, e na forma
rearranjada, separando graus de liberdade sem restricdes de deslocamento (livres): 4, 5, 6, 7,
9, 11 e 12 e graus de liberdade com restrigdes de deslocamento (fixos):1, 2, 3, 8 e 10.
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Deslocamentos dos nds da estrutura

Al= 0
A2= 0
A3= 0
Ad= 8,61x10* m -
A5=-1,40x10* m \)
A6= 1,71x10* rad M
A7= 8,64x10° m -
A8=-1,00x10% m J
A9 = 5,59x10* rad 2
A10= 0
A11=-1,33x10° m \)
A12 = -3,69 x 10* rad "
Reaccﬁes nos apoios
Rl1= H1= -18,665 kN «
R2=V1l= 84,185 kN 1
R3= M1= 24,627 kNm ¢
R8=V2= -18,185 kN i
R10= H3= 3,665 kN -

AN

l18,185 kN

24,627 KNm

720

| —>
3,665 kN

777~

77777,
A 18.665KkN

84,185 kN
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Esforcos nas barras

[RI=[K].-[A]-[Fen]
[A]=1[T].[Ag]

[RI=[K].[T1.[Ag] - [Fen]

BARRA 1 Nés1-2

AL1 & AG2 =0

AL2 & -AG1 =0

AL3 & AG3 =0

AL4 & 0G5 = -1,40x 10"

AL5 & -AG4 = -8,61x107

AL6 & 0G6 = L71x10%
F. [= Ku * AL - | Fren
F1 600 000 0 0 -600 000 (] 0 1 0 0
F2 0 2 666.67 8000 0 -2 666.67 8000 2 0 -15
F3 0 8 000 32 000 0 -8000 16000 | 3 0 -15
Fa -600 000 0 0 600 000 0 0 4| -1.40E-04 0
Fs 0 -2666.67 = -8000 0 2 666.67 -8 000 5| -8.61E-04 -15
Fe 0 8 000 16 000 0 -8000 32000 | 6| 1.71E-04 15

z
2 L E
2
cff
h
Barral - Nos 1-2 ”’I® /Q:I;E
- - -
arra 6s 2 e ©
F. - LOCAL Z S
m 1]
©
o
Fi 84.185 kN
F2 18.665 kN
Fs 24627 kNm [1]
Fa | | -84.185 KN
Fs 11.335 kN §
Fs -2.634  kNm - -
9 o x
3I__AT PP -
p Jé\
‘ ¢}
4—.@
N z
3 N
©
[ee]
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BARRA 2 Né6s2-3
ALl & -AG4 = -8,61x10%
AL2 & -AG5 = 1,40x10*
AL3 & AG6 = 1,71x10*
AL4 & -AG7 = -8,64x10"
AL5 & -AG8 = 1,00x10°
AL6 & AG9 = 559x10°
F. |= K. * AL - | Fren
F1 2250 000 0 0 2250 000 0 0 1| -8.61E-04 0
F2 0 140 625 140 625 0 140 625 140 625 2| 1.40E-04 0
Fs 0 140 625 187 500 0 140 625 187 500 3| 1.71E-04 0
Fa -2250 000 0 0 -2250 000 0 0 4| -8.64E-04 0
Fs 0 -140 625 -140 625 0 -140 625 -140 625 5 0.001 0
Fe 0 140 625 93 750 0 140 625 93 750 6 | 5.59E-04 0
Barra2 - Nos 2-3
arra il ALd (3 ALl (2
F. - LOCAL — 5 <
LV AL5 (Vl AL2
F1 7.000 kN AL6 l AL3
F) -18.185 kN
Fs 36370 kNm 26.37
Fa | | -7.000 kN KkRim -18,18 kN
Fs 18.185 kN -7 kN
* é ik
Fe 0.000 kNm l 7 kN
18,18 kN
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BARRA 3 N6s 2 -4
F. |= K. * T * A G -| Fren
F1 900 000 0 0 -900 000 0 0 0.8 -0.6 0 0 0 0 4| 8.61E-04 4.5
F2 0 9 000 22 500 0 -9 000 22500 0.6 0.8 0 0 0 0 51 -1.40E-04 -5.0625
F3 0 22 500 75 000 0 -22 500 37 500 0 0 1 0 0 0 6| 1.71E-04 -7.03125
Fa -900 000 0 0 900 000 0 0 0 0 0 0.8 -0.6 0 10 0 7.5
Fs 0 -9 000 -22 500 0 9000 -22 500 0 0 0 0.6 0.8 0 11| -1.33E-03 -10.9375
Fe 0 22500 37 500 0 -22 500 75 000 0 0 0 0 0 1 12| -3.69E-04 11.7188

Barra3 - No6s 2-4
F. - LOCAL
Fi1 -24.932 kN
F 13.801 kN
F3 39.004 kNm
Fa " 12932
Fs 2.199 kN
Fo 0.000 kNm
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ESFORCO TRANSVERSO (kN)
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3.734 m

MOMENTOS FLECTORES (kNm)
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