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EXERCICIO PROPOSTO

Considere a estrutura representada na figura.

50 kN
Material
1mm @

_ _o_‘>§> Ago: E=210GPa

Secgao tranversal
. @] Barras a; b; c: area =10 cm?
Om
i Restantes barras: drea=5 cm?
i @ [1]

3.0m

} 40m | 40m |

Responda as alineas aplicando o Método dos Deslocamentos.
a) Determine os deslocamentos dos nds da estrutura;
b) Determine as reacdes nos apoios;

c) Determine os esforcos nas barras.

RESOLUCAO

°* MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR - SISTEMA DE EIXOS LOCAL: K,

L o 4 0
0o 0 0 0
e ] = EA EA
r 9 [ o
0 o0 0 0
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e MATRIZ DE TRANSFORMACAO: T e MATRIZ DE TRANSFORMACAO TRANSPOSTA: T"
coso  senq 0 0 cosa -sena O 0
-sen0 cos O 0 0 send  Ccos o 0 0
[T] = [T]7 =
0 0 coso  seno 0 0 cosa -send
0 0 -seno. cos o 0 0 seno  cos
e MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR — SISTEMA DE EIXOS GLOBAL: K
T
[ke I= [T]" [k ] [7]
Alinea a)
e Matrizes de rigidez das barras no sistema de eixos local: [ KL:|
¢ Matrizes de transformacao: [ T ]
E=210x 10° kPa
cos o =0,8
Barrasa, b, ¢ A=10x 10% m? o=-3687° =
sen o = —0,6
L=5m
42000 0 -42000 O
I e R R e oo
-42000 0 42000 O
0 0o 0 0
cos a sena 0 0 08 -0,6 0 0
-sena  cosa 0 0 0,6 08 0 0
[T]= 0 0 cos a sen a B 0 0 08 -0,6
0 0 -sena  cosa 0 0 0,6 0,8
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E=210x 10°kPa
cos =0
Barrasd,e | A=5x10*m? a=-90° =
sen o0 = —1
L=3m
35000 0 -35000 0
o] =[] =] o 00
-35000 O 535000 0
0 0 0 0
cos a senai 0 0 0 -1 0 0
-sena cosaé 0 0 1 0 | 0 0
[T]= 0 0 Ecosa sen a B 0 0 0 -1
0 0 E—senot cos a 0 o | 1 0
E=210x 10°kPa
cos o =1
Barrasf,g | A=5x10%m? a=0" =
sen o =0
L=4m
26250 0 -26250 O
0 o 0o o
CRORE
-26250 O 526250 0
0 0o | 0 0
cos a senai 0 0 1 0 0 0
-sena cosai 0 0 0 1 0 0
[T]:[I]: 0 0 Ecosa sena B 0 0 1 0
0 0 E-sena cos a 0 0 0 1
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e Graus de liberdade da estrutura

e Matrizes de rigidez das barras no sistema de eixos global: [kg]= [T]7 [k, ] [T]

Barraa - N6s1-3
08 -06 0 0 42000 0 | -42000 0 08 -06 0 0
a 06 08 0 0 0 o | o 0 06 08 0 0O
G |~ i X | X !
0 0 08 -06 42000 0 | 42000 O 0 0 08 -06
0 0 06 08 0 o | o 0 0 0 06 08
1 2 ‘ 5 6
1| 26880 @ -20160 | -26880 20160
[ @ } 2| -20160 15120 | 20160  -15120
G|~ !
5| -26880 20160 | 26880  -20160
6| 20160 -15120 | -20160 15120
Barrab - N6s3-5
08 -06 0 0 42000 0 | 42000 O 08 -06 0 0
[Kb}- 06 08 0 0 ) 0 o o 0 | 08 08 0 0
G|~ ! ! i
c 0 08 -06 42000 0 | 42000 0O 0 0 08 -06
0O 0 06 08 0 o | o 0 0 0 06 08
5 6 . 9 10
5| 26880  -20160 | -26880 20160
[ o } 6| -20160 15120 | 20160  -15120
G|~ i
9| -26880 20160 | 26880  -20160
101 20160  -15120 | -20160 = 15120
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Barrac - N6s2-4
08 -06 0 0 42000 0 42000 0 08 -06 0 0
. 06 08 0 0 0 o | o 0 06 08 0 0
KG = i X T X i
0 0 08 -06 42000 0 | 42000 O 0 0 08 -06
0 0 06 08 0 o o 0 0 0 06 08
3 4 , 7 8
3| 26880 -20160 | -26880 20160
[ « } 4] -20160 15120 | 20160 = -15120
¢ 7| -26880 20160 | 26880  -20160
8| 20160  -15120 | -20160 15120
Barrad - N6s1-2
o 1.0 o0 35000 0 | -35000 O 0o -1, .0 o0
d -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 o0
KG = X 1 X ;
0o o000 1 35000 0 | 35000 O 0o 0|0 -1
0 0 |-1 0 0 0 0 0 0 0|1 o0
1 2 ) 3 4
1 0 o | o0 0
[ d} 2 0 35000 | 0 -35000
KG = |
3 0 o | o0 0
4 0 -35000 { 0 35000
Barrae - Nos3-4
0o 1 0 0 35000 0  -35000 O 0o -1, .0 o0
. -1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
KG = X X ;
o o0 1 35000 0 35000 O o 00 -1
0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1 o0
5 6 7 8
5 0 0 | 0 0
[ e} 6 0 35000 | 0 -35000
KG = 1
7 0 o | o0 0
8 0 -35000 | 0 35000
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Barraf - N6s2-3
1 0 0 0 26250 0 | 26250 O 1 0 o0 o
f 0o 1.0 0 0 o | 0 0 o 1.0 o0
Ke | = i X X !
0o 01 0 26250 0 26250 0 0o 01 0
o o0 1 0 0 0 0 o o0 1
3 4 . 5 6
3| 26250 0 | -26250 0
f 4 0 o | o 0
|: KfG } = l: K|_ j| = i
> | -26250 0 | 26250 0
6 0 o | o 0
Barrag - N6s4-5
1 0 0 o0 26250 0 26250 0 1 0 o0 o0
[ g:| 0o 110 o0 0 0 0 0 0 1 0 o0
K - | | |
G ! X ! X |
o 0 1 o0 26250 0 {26250 0 o 0 1 o0
0o 0 0 1 0 o o 0 o 0 0 1
7 8 . 9 10
71 26250 0 | -26250 0
8 |
el _ | k| _ 0 o | o0 0
Kg | = L = .
91 -26250 0 | 26250 0
10 0 o | o0 0
e Matrizes de rigidez global da estrutura
Contribui¢do de cada uma das barras na matriz de rigidez global da estrutura:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 f— f—
a+d d a 0 0
2
3 f—
d c+d+f f c 0
4
5
a f atb+e+f e b
6
7 f—
0 C e c+te+g g
8
9 f— f—
0 0 b g b+e
10
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Ke - Estrutura
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1] 26880 @ -20160 0 0 26880 20160 0 0 0 0
2| -20160 50120 0 -35000 | 20160 = -15120 0 0 0 0
3 0 0 53130 @ -20160 | -26250 0 -26880 = 20160 0 0
4 0 -35000 | -20160 = 50120 0 0 20160 = -15120 0 0
5| -26880 20160 | -26250 0 80010 = -40320 0 0 -26880 20160
6| 20160 @ -15120 0 0 40320 65240 0 35000 | 20160 @ -15120
7 0 0 26880 20160 0 0 53130 | -20160 | -26250 0
8 0 0 20160 = -15120 0 35000 | -20160 = 50120 0 0
9 0 0 0 0 -26880 20160 | -26250 0 53130  -20160
10 0 0 0 0 20160 = -15120 0 0 20160 15120
__50kN
35 kN — r -
‘ @ ® /N 30kN  R10
60 kN $ 3mm
T R9
¢ Vetor dos deslocamentos e Vetor das forgas exteriores | ® Vetor das reagdes
I m 11 0,001 1 -30 1 R1
21 A2 21 A2 2 -40 2 0
31 a3 3| a3 3 0 3 0
4| pa 4 0 4 0 4 R4
5| a5 51 A5 > -60 > 0
[a]- ] 2" [¢] - [R]-
A6 A6 -80 0
71 A7 71 a7 7 35 7 0
81 n8 8| n8 8 -60 8 0
91 a9 91 0 9 -30 9 R9
10| a10 10| -0.003 10 -a0 10 R10

versdo 0 7/12 Mét. Deslocamentos — SAP



O 0 N O O

10

10

I isep

TEORIA DE ESTRUTURAS

Instituto Superior de
Engenharia do Porto

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL

ISABEL ALVIM TELES

[ke] x [ag] = [Fs ]+ [Re]
Ks | x [ | = [ Fo |+ [Rs
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
26880 -20160 | O 0 |-26880 20160 0 0 0 0 10001 | 1| -30 1| Rl
-20160 50120 0 -35000 | 20160 @ -15120 0 0 0 0 2 A2 2 -40 2 0
0 0 53130 @ -20160 | -26 250 0 -26 880 20160 0 0 3 A3 3 0 3 0
0  -35000 | -20160 | 50120 0 0 | 20160 -15120 0 0 4| o 4| o 4| Ra
26880 20160 | -26 250 0 | 80010 -40320| o 0o |-26880 20160 | 5| as 5| -60 5
20160 @ -15120 0 0 -40320 65240 0 -35000 | 20160 @ -15120 6 A6 6 -80 6 0
0 0 |-26880 20160 0 0 | 53130 -20160 | -26 250 0 7| a7 7| 35 7
0 0 | 20160 -15120| 0  -35000 | -20160 = 50120 0 0 s| a8 s| -60 g| o0
0 0 0 0 -26 880 20160 | -26250 0 53130 -20160 9 0 9 -30 9 R9
0 0 0 0 20160 -15120 0 0 -20160 @ 15120 10 | -0,003 10 -40 10 R10
® Rearranjo do sistema de equagdes
Agrupamentos dos graus de liberdade correspondentes a nds livres e nos fixos
Ks | x [4s] = [Fs| + [Re]
2 3 5 6 7 8 1 4 9 10
2 2 2 2
3 3 3 3
5 5 5 5| =
. Ku Kir . Ay . Fui . 0
7 7 7 7
s ___ 8 8 8 ____
1 1 1 1
‘ Ke. Kee Jael R R
10 10 10 10
Ks | x [4s | = [ Fo | + [ R |
2 3 5 6 7 8 1 4 9 10
50120 0 20160 | -15120 0 0 I -20160 | -35000 0 0 2 A2 2 -40 2 0
0 | 53130 | 26250 | O | -26880 | 20160 I 0 |-20160 0 0 3| a3 3| o0 3| o0
20160 | -26250 | 80010 | -40320 | O 0 : 26880 | 0 | -26880 | 20160 5| as 5| -60 51 0
-15120 0 -40320 | 65240 0 -35000 1 20160 0 20160 | -15120 6 A6 6 - 80 6 0
0 | -26880 | 0 0 | 53130 | -20160 I 0 | 20160 | -26250 | 0O 7| a7 7| 35 71 o
0 | 20160 0 | -35000  -20160 | 50120 : 0 |-15120 0 0 s| a8 s | -60 5| o
20160 0 | 26880 20160 0 | o | 2680 o | o0 | o0 | 1|o0001| 1] -30 | 1| Rl |
-35000 | -20 160 0 0 | 20160 | -15120 : 0 | 50120 0 0 2| o 4| o 4| R4
0 0 | -26880| 20160 -26250 0 I 0 0 | 53130 20160 | 9| o0 9| -30 9| Ro
0 0 20160 | -15120 0 0 : 0 0 -20160 | 15120 10 | -0,003 10 -40 10 R10
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e Determinac¢ao dos deslocamentos dos nos livres: [ Ay ]

[KLL] X [Au] + [KLF] X [AF] = [Fu]

Ku |X|ALi|+| Kir |X|AF|=|FLi|
50120 0 20160 | -15120 0 0 A2 -20 160 | -35 000 0 0 0,001 -40
0 53130 | -26 250 0 -26 880 | 20160 A3 0 -20 160 0 0 0 0
20160 | -26250 | 80010 | -40320 0 0 A5 26880 0 | -26880 | 20160 0 -60
-15120 0 -40320 | 65240 0 -35 000 A6 20 160 0 20160  -15120 -0,003 -80
0 -26 880 0 0 53130 | -20160 A7 0 20160  -26 250 0 35
0 20 160 0 | -35000 -20160 | 50120 A8 0 |-15120] O 0 -60

[Kl.L]>< [Au] = [FLi]_[KLF]X[AF]

Ku | X | A, | = | Fii - Kir x A
50120 0 | 20160 | -15120 o0 0 a2 19,84
0 53130 | -26 250 0 -26 880 | 20160 A3 0,00
20160 | -26250 | 80010 | -40320 0 0 A5 27,36
415120 0 | -40320 | 65240 0 | -35000 26 145,52
0o |-2680| o0 0 | 53130 | -20160 A7 35,00
0 20 160 0 | -35000 -20160 | 50120 A8 -60,00

A2 = —1,79%10 > m=-1,79 mm {
A3 = -2,38x10"* m = -0,238 mm «
A5 = —494x10 "> m = —4,94 mm «
Resolvendo o sistema de equagdes: [ Ay ] =
A6 = —-1,12x10 2 m=-112 mm {
A7 = —3,37x10"> m = —3,37 mm «

A8 = —1,03x10 2> m = —10,3 mm {

A1 | 1,00x10° |

A2 -1,79x10°

A3 -2,38x10*

24 0

Vetor dos deslocamentos: [ A] = 2| o | 4omxa0” unidades: metros

A6 -1,12x 107

A7 -3,37x10°7

A8 -1,03x107

A9 0

A10 -3,00x10°
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Alinea b)

e Determinagdo das reagoes: [ Re ]

[KFL]X [ALi] + [KFF]X [AF] = [FF] + [RF]

Kn |X|4Li|+| Kir |X| AF|=|FLi|+|RF
20160 | 0 | -26880 | 20160 0 0 82 26880 0 0 0 0,001 -30 R1
-35000 | -20 160 0 0 20160 | -15120 A3 0 50120 0 0 0 0 R4
0 0 | -26880 | 20160 @ -26250 | 0O 25 0 0 | 53130 | -20160 0 -30 R9
0 0 20160 | -15120 0 0 26 0 0 |-20160 15120 -0,003 -40 R10
A7
A8
[KFL]X[ALi]+ [KFF]X[AF]_ [FF]: [RF]
Kr. |X| Ay |+| Krr X Af - F¢ | = | R |
-20 160 0 26880 | 20160 0 0 -1,79x 103 56,88 R1
35000 | 20160 | O 0 20160 | -15120 -2,38x 10 0,00 R4
0 0 | -26880 20160 | -26250 | 0O 4,94 107 90,48 R9
0 0 20160 | -15120 0 0 -1,12x 1072 -5,36 R10
-3,37x107
-1,03x 1072
R1 =-0,384 kN «
R4 = 155,288 kN T
Reagdes:
R9 = 85,384 kN —
R10 = 64,712 kN T
R1 -0,384
o~ R4 155,288 .
Vetor das reagdes: [ Re ] = = unidades: kN
R9 85,384
R10 64,712

versdo 0
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Alinea c)

e Determinacao dos esforcos nas barras

[FL] = [KL]X [AL] = [KL]X[T]X [AG]

Barraa - N6s1-3 = Deslocamentos (referencial geral): Al, A2 — A5, A6

F1 42000 O 5-42000 0 0,8 —0,6; 0 o0 1| 1,00x1073 -37,980
.1 _| P 0 0 0 0 0,6 o,si 0 o 20-1,79x10°3 0
[FL} TR | 42000 o0 542000 0 X 0 o0 Eo,s -0,6 Xs -4,94x1073 - 37,980
Fa 0 0o 0 0 0 o0 50,6 0,8 6| -1,12x10°? 0

Na barra a esta a atuar um esforc¢o de tracdao de 37,98 kN.

Barrab - N6s3-5 =  Deslocamentos (referencial geral): A5, A6 — A9, A10

Fi 42000 0 §-4zooo 0 0,8 -o,sé 0 o 5|-4,94x103 41,187
b1 _| P 0 0 0 0 0,6 o,sé 0 o0 6|-1,12x107 0
[FL } "1 R | |-42000 0 542000 0 X 0 o0 io,s -0,6 X 0 - -41,187
Fs 0 o o 0 0 o0 éo,s 0,8 10| -3,00x10°3 0

Na barra b estd a atuar um esforco de compressao de 41,19 kN.

Barrac - N6s2-4 = Deslocamentos (referencial geral): A3, A4 — A7, A8

F1 42000 0 [-42000 O 08 -06/ 0 0 3] -2,38x10% | |-154,167
. F 0 0 0 0 06 08, 0 0 4 0 0
|:F|_ ] i = i X i X =
Fs 442000 0 (42000 0 0 0 08 -06]| 7[-337x10° 154,167
Fa 0 0 o0 0 0 0 06 08 8 -1,03x 102 0

Na barra c esta a atuar um esforc¢o de tracdo de 154,17 kN.

Barrad - N6s1-2 = Deslocamentos (referencial geral): A1, A2 — A3, A4

Fi 35000 O -35000 O o -1 | 0 0 1| 1,00x 1073 62,788
d _ F, 0 0 0 0 1 0 0 0 2(-1,79x1073 0

[ i :| - F3 ) -35000 O 35000 O X 0 0 o -1 X 31-2,38x10* ) -62,788
Fa 0 0 | 0 0 0 0 1 0 4 0 0

Na barra d estd a atuar um esforco de compressao de 62,79 kN.
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Barrae - N6s3-4 =  Deslocamentos (referencial geral): A5, A6 — A7, A8

Fi 35000 0 [-35000 O 0 -1 0 0 5| -4,94x1073 32,500
. F 0 0o o 0 1 0/0 o 6 -1,12x10? 0
LARESE | . | x :
Fs 35000 0 35000 0 0 0 0 -1 7| -3,37x103 -32,500
Fa 0 0 0 0 0 01 o0 8| -1,03x 107 0

Na barra e esta a atuar um esfor¢co de compressdo de 32,50 kN.

Barraf - N6s2—-3 = Deslocamentos (referencial geral): A3, A4 — A5, A6

F1 26250 0O ;—26250 0 1 0,0 0O 3] -2,38x10% 123,333
£ L Fa 0 0 0 0 0 1.0 © 4 0 0
[FL} BN "1 26250 o 526250 0 X 0o 0o 1 o0 X -4,94x10°3 - -123,333
Fs 0 o 0 0 0 o0 0o 1 6-1,12x 102 0

Na barra f esta a atuar um esfor¢co de compressdo de 123,33 kN.

Barrag - N6s4—-5 =  Deslocamentos (referencial geral): A7, A8 — A9, A10

F1 26250 0 |-26250 0 1 0,0 o 7] -3,37x107 -88,333

F 0 0 o 0 0 1,0 0 8] -1,03x102 0
[Ff] = | = ; X 5 X =

Fs 26250 0 [26250 O o 0.1 o0 9 0 88,333

Fa 0 o o 0 o ol o0 1 10]-3,00x103 0

Na barra g estd a atuar um esforgo de tragao de 83,33 kN.
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