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LICENCIATURA EM ENGENHARIA CIVIL 
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ESTRUTURA  MISTA  HIPERESTÁTICA 
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EXERCÍCIO 

Considere a estrutura abaixo representada. 

As barras AB e BC estão submetidas às variações de temperatura indicadas na figura e o apoio F 
tem um assentamento vertical de 2 mm. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

Barras AB e BC  

Secção (bxh) = 0,20m x 0,30m 

Betão:  E = 30 GPa;  α = 10-5 /°C 

Restantes barras 

Área = 10 cm2 

Aço: E = 210 GPa 

 

 

Responda às alíneas seguintes desprezando a contribuição do esforço transverso. 

 

a) Determine as reações e trace os diagramas de esforços da estrutura; 

b) Determine o deslocamento vertical do ponto B. 

 

2.4 m

A

100 kN

3.0 m

T = -10 °C

0.20

0.30

T = -2  °C

B

2.4 m 4.0 m

80 kN

30 kN

C
D

E
F

G

2 mm
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RESOLUÇÃO 

Alínea a) 

A estrutura é 1 vez hiperestática por condições externas e 1 vez hiperestática por condições internas, 
logo a estrutura é hiperestática de grau 2. 

A estrutura (S) vai ser decomposta no sistema S0 e nos sistemas S1 e S2: 
 

                                                 
 

sendo: X1 – incógnita hiperestática correspondente ao momento de encastramento no apoio A. 

 X2 – incógnita hiperestática correspondente ao esforço axial na barra DF. 
 
 

A

B C
D

E
F

G

1 kNm

A

C
D

E
F

G
1 kN

S2

X1  x

X2  x

S0

S1

+

+

S

A

100 kN

T = -10 °C

T = -2  °C

B

80 kN

30 kN

C
D

E
F

G

2 mm

=

B

A

100 kN

B

80 kN

30 kN

C
D

E
F

G

 
 
 
 
 

S  =  S0  +  X1 x S1  +  X2 x S2 
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• Cálculo da estrutura S0 
 
Determinação das reações: 
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Sistema base S0  -  Esforços axiais 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Sistema base S0  -  Momentos fletores 
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• Cálculo da estrutura S1 
 
Determinação das reações: 
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Sistema base S1  -  Esforços axiais 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Sistema base S1  -  Momentos fletores 
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• Cálculo da estrutura S2 
 
Determinação das reações: 
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Sistema base S2  -  Esforços axiais 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Sistema base S2  -  Momentos fletores 
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MÉTODO DAS FORÇAS 

(desprezando a contribuição do Esforço Transverso) 
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• Barras bi-articuladas 
 
         E A = 210 x 106  x  10 x 10-4  =  2,1 x 105  kPa x m2  

BARRAS 
L 

(m) 
N0 
(kN) 

N1 
(kN) 

N2 
(kN)  AE

L N
 N 0

1
 

 AE

L N
 N 0

2   AE

L N
 N 1

1
 

 AE

L N
 N 2

1
 

 AE

L N
 N 2

2
 

CD 4 0 0 
3
4  0 0 0 0 3,386x10-5 

EF 4 -30 0 
3
4  0 -7,619x10-4 0 0 3,386x10-5 

CE 3 80 0 1 0 1,143x10-3 0 0 1,429x10-5 

CG 2,5 
3

650−  
2,88

1−  
3
5−  8,956x10-4 4,299x10-3 1,435x10-6 6,889x10-6 3,307x10-5 

GF 2,5 
3

650−  
2,88

1−  
3
5−  8,956x10-4 4,299x10-3 1,435x10-6 6,889x10-6 3,307x10-5 

EG 2,5 0 0 
3
5−  0 0 0 0 3,307x10-5 

GD 2,5 0 0 
3
5−  0 0 0 0 3,307x10-5 

DF 3 - - 1 0 0 0 0 1,429x10-5 

Σ     1,791x10-3 8,979x10-3 2,871x10-6 1,378x10-5 2,286x10-4 

 

• Barras contínuas 
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109,48 kN
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T = -10 °C

T = -2  °C

1.5 m
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•  Esforços nas barras 

210 S
barra

S
barra

S
barraarra b )N ( .   )N ( .  )N (  N 21 XX ++=  

    210 S
barra

S
barra

S
barraarra b )N ( 33,37   )N ( 98,52  )N (  N ×−×−=  

 

Esforços: -   ⇒ compressão 

 +  ⇒ tração 
 
 
 
 
 

• Diagramas de esforços 

 
 
ESFORÇOS AXIAIS 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ESFORÇOS TRANSVERSOS 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
MOMENTOS FLETORES 

 
 

BARRAS 
N0 

(kN) 
N1 

(kN) 
N2 

(kN) 
N 

(kN) 

CD 0 0 
3
4  -44,49 

EF -30 0 
3
4  -74,49 

CE 80 0 1 46,63 

CG 
3

650−  
2,88

1−  
3
5−  -126,84 

GF 
3

650−  
2,88

1−  
3
5−  -126,84 

EG 0 0 
3
5−  55,62 

GD 0 0 
3
5−  55,62 

DF 0 0 1 -33,37 

B C
D

E

F

G4
6
,6

3
k
N

A

(T
)

-3
3
,3

7
k
N

(C
)

- 44,49kN

(C)

-74,49kN

(C)

-126,84kN
(C

)

-126,84kN
(C

)55,6
2kN

(T
)

55,6
2kN

(T
)-145,97kN

B C
D

E

F

G

A

-29,47kN

70,53kN

B C
D

E

F

G

A

-98,52kNm

70,75kNm
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Alínea b)   Determinação do deslocamento vertical do ponto B 
 

TEOREMA DOS TRABALHOS VIRTUAIS (desprezando a contribuição do esforço transverso): 

( )

∫∫∫∫
−

α+α+×+×+

++=×+

 dz
h

 T  T
  . M  dz.T .  . N    dz

 E
MM   dz

A E
NN                                                                

     L  ΔT  α N     
A E
L N N           apoio assent.  R     δ x 1  

sup inf 
m

v
B ΣΣΣ

I

 

 

SISTEMA REAL 

 
 
 
 

S – SISTEMA REAL                                                            
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SISTEMA VIRTUAL 
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