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EXERCiCIO PROPOSTO

Considere a estrutura articulada plana representada na figura.
Todas as barras sdo constituidas por perfis cuja seccdo transversal apresenta uma area de 10 cm?.

Para além dos deslocamentos dos apoios e das for¢as nos nds indicadas, algumas barras estdo
submetidas a variagdes uniformes de temperatura:

barras AD e DF: AT =-5°C
barras CD e DE: AT =+10°C

Caracteristicas do material constituinte das barras: E =200 GPa
a=1,5x10%/°C

Resolva as alineas seguintes aplicando o Método das Forgas.

a) Determine as reagGes nos apoios e os esforcos instalados em todas as barras;
b) Determine o deslocamento do né E;

c) Determine a rotac¢do da barra BE;

d) Determine o deslocamento vertical do né A;

e) Determine qual deveria ser o assentamento vertical do apoio C para que a barra AB se
mantivesse horizontal apds deformagao;

1 mm

%4—0—

4m
E 60KN
P r
1,5mm
f 120 kN
3m
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RESOLUCAO
Alinea a)

A estrutura é 1 vez hiperestatica por condi¢cOes externas e 1 vez hiperestatica por condi¢Ges internas.
Logo a estrutura é hiperestatica de grau 2.

O sistema base (So) adotado na resolugdo serd a estrutura isostatica que se obtém substituindo o apoio
duplo em C por um apoio simples (suprimiu-se a incdgnita correspondente a rea¢do horizontal em C) e
eliminando-se a barra EF.

A incognita hiperestatica X1 corresponderd a reagdo horizontal vertical do apoio do n6 C e a incdgnita
hiperestatica X, correspondera ao esforgo axial da barra EF.

S = So + X1XS1 + XzXSz

S|

150 kN

F
100 kN

150 kN

£ 60KN

120 kN

F
100 kN
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e Cdlculo da estrutura So 150 kN
Ve A
B )<E < N
Y F=0 = Hy=100+60 He
ZFY =0 = VB +VC =150+120
4m
> Mg=0 = 100x7+60x4+150x3= 6V,
£ 60KN
— 1
Hg = 160 kN «
_ 115 v 120 kN
VB = T kN T 3m
Vo= kn 1T
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e Calculo da estrutura S

4m

1kN
—_— -

2
kN .

} 3m } 3m }
o Calculo da estrutura S;

4m
3m
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S1
ZFex ZNIEA+ZN a AT L

METODO DAS FORCAS

S2
ZFe —ZNZEA+ZN o AT L

Considerando: ZFeXtXAR :leﬁ‘l'z Nlﬁxl'i‘z NlﬁXZ+ZN1a AT L
=
N=Ng +X; Ny +X, N, S ¢ Ngl N, L N, L
2 XBg = 2Ny £ +Z N, £ X+ 2N, £ Xy + I N, a AT L

8101 649- X +84,. X,=0

8y0t 651- X +855. X5;=0

N, L N, L N, L
_ 0 1 2
810—2N1H+ZN10LATL 2R xAg Su=INi L | Sp=IN -
sendo:
520_ZN2 A +ZN2aATL 2FoqXAg | 8=I Ny 8= I Ny
EA=200x10° x 10x 10 = 2 x 10° kPaxm? a=1,5x10°/°C
L No N1 N> NoL No" N1L NZL NZL
BARRAS — =4 —L - —~<2 _ [N, .0.AT.L| N, .0l.AT.L
m | o [wn | ok [N [ Neea | M A | M Ea | MeEa [T 2%
AB 3 -160 -1 0 2,400x1073 0 1,500x10° 0 0 - -

AC 5 —@ —% 0.625v2 | 3,429x10° | -3,63 x103 | 1,736x10° | -1,841x10° | 1,953x10° . -

AD 4 -100 0 _\2 0 2,828x1073 0 0 4,000x10°° 0 4,243x10*

AE 5 [ 30625 | 25 | 466 | 2,127x10% | 2,256x103 | 1,736x10° | 1,841x10° | 1,953x10° - -
BE 4 | == % 0 -5.111x10* 0 8,889x10°6 0 0 - -
D 3 | -125 | -05 | —0,875v2 | 9.375x10° | 2,320x10°5 | 3,750x10° | 9,281x10°¢ | 2,297x10% [-2,25x10*[-5,568x10

DE 3 -1.25 | -0,5 | -0,8752 | 9.375x10° | 2,320x10° | 3,750x10°¢ | 9,281x10°¢ | 2,297x10°° |-2,25x10* |-5,568x10*

CF |32 10042 | O 1 0 3,000x107® 0 0 2,121x10°° - -
DF 3| -100 ] 0 2 0 2,121x10°3 0 0 3,000x10° 0 3,182x10*
EF |32 - - 1 0 0 0 0 2,121x10° - -
X 7,463x10 | 6,615x10° | 6,611x10° | 1,856x10° | 1,974x10* | -4,50x10* [-3,712x10*
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610_ZN1 +ZN1aATL

ZF i XAg =

= 7,463x107°>-4,5x10% - [%xo,om n 1><o,oo15) = 4,846x10°>

820_ZN2 T +ZN2aATL

= 6,615x10°>-3,712x10% — 0 = 6,244x107>

N, L 5
8,1 =2 N, —— =6,611x10
11 1 EA
N, L
N, L -4
8,,=2 N, —2— =1,974x10
22 2 EA

X1 = —66,17

X2 = -25,41

P2 xAg =

S S S.
S S S
Vg = (Vg) 7+ Xq.(Vg)™ + Xy (Vp)>

S S S
He = (He)™ + Xq.(H)> + X, (Ho)>

=1,856x10™

Hg = —160 + (—66,17) x(=1) + (~25,41)x0
Vg = 1;5 + (-66,17) x(—f) (=25,41)x0

He =0 + (=66,17) X1 + (~25,41)x0

-3 -5 -5
4,846x10 +6,611x10 XX, +1,856x10 XX,=0

-3 -5 -4
6,244x10 +1,856x10 ><X1 + 1,974x10 ><X2=O

695 2
S S: S: = 272 — < _

VC= (VC) 0+ X]_(VC) 1+ XZ(VC) 2 VC 3 +( 66,17) X 3 + ( 25,41))(0
Hg=—-93,83 kN «

Vp=8245kN T

Hc=—88,17 kN «

Ve=18755 kN T
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e Esforcos nas barras

So S1 S2
Nbarra= (Nbarra) + Xl'(Nbarra) + XZ'(Nbarra)

Napg = —160 + (-66,17) X(-1) + (-25,41)x0 = —93,83 kN (compressdo)

Ny = —49?75 + (-66,17) x(—zé'r’) + (~25,41)x0,6252 = —131,90 kN (compress3o)

Npp= —100 + (-66,17) X0 + (—25,41)><(—\/§)= —64,06 kN (compressao)

Nag = 306,25 + (—66,17) xz;: + (—25,41)><0,625\/§ = 24,48 kN (tracgdo)
_ 115 2 _ ~
Ngg = 3 + (-66,17) x(—§)+ (—25,41)x0 = 82,45 kN (tracgdo)

Nep = —1,25 + (=66,17) X(~0,5) + (~25,41)x(~0,875+2) = 63,28 kN (tracgzo)
Npg = —1,25 + (=66,17) X(~0,5) + (~25,41)x(~0,875+/2) = 63,28 kN (tracgdo)
Ncp = 10042 + (~66,17) X0 + (-25,41)x1 = 116,01 kN (tracgdo)

Npr = —100 + (-66,17) X0 + (—25,41)><(—\/§) = —64,06 kN (compressdo)

Ngp= 0 + (-66,17) X0 + (-25,41)x1 = —25,41 kN (compressao)

82,45kN A

82,45kN

88,17kN ¢
-

187,55 kNT

-64,06 kN
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Alinea b)

¢ Deslocamento horizontal de E: 62

SISTEMA REAL SISTEMA VIRTUAL

-64,06 kN

EA=200x10° x 10x10* = 2x 10°> kPaxm?

o=1,5x%x10°/°C

BARRAS (;) (k",'\l) (k"l‘\l ) ﬁﬁ N.0LAT.L
A8 | 3 [ -9383| -1 | 2400x10% ;
ac | s |-13190]| -22 | 3,429¢0° ;
AD | 4 | es06| O 0 0
AE | 5 | 2448 | 25 | 2127x10° ;

3
BE 4 82,45 *% -5.111x10* - — — —NL —
1x&; + ZRxassent. apoio = ZNﬁ + ZNaATL

cD 3 63,28 -0,5 9.375x10° | 2,25x10*

DE 3 | 63,28 | -05 | 9.375x10° | 2,25x10* 82 + %x 0,001 = 4,515x10> + 4,5x10*
CF | a2 [11601] O 0 - 6" = 240x10%m = 430mm —

DF 3 | 6406 o0 0 0

EF 32 | -25,41 - 0 _

z 4,515x103 | 4,50x10*
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e Deslocamento vertical de E: § ¢

SISTEMA REAL SISTEMA VIRTUAL

1kNT

&
B
P4
[3) <
ol< P4
§ o ?%, <
[>) ,ﬂ S -
& )| @
-
—O-> b % E
1,5mm e
, _
7 1kN
7
g ,
® s
7

EA=200x10° x 10x 10" = 2x 10° kPaxm?
o=1,5x10"/°C

L N N S NL —
BARRAS N LLAT.L
m | Ny | kN Ea | VAT
AB 3 |-9383| o 0 -
p— Vv p— . _ _& p—
AC s |-13100] o 0 ] 1x8; + ZRxassent. apoio —ZNEA + ZNaATL
AD 4 | 6406 O 0 0 v _3
8¢ + 1x(-0,001) = 1,649x10 > + 0
AE 5 | 2448 | o 0 - v 3
8 =2,65x10°m = 265mm |
BE | 4 | 8245 1 1.649x10°3 -
cD 3 | 6328| o0 0 0
e Deslocamento dond E
DE 3 | 6328| o0 0 0
CF 11601 | © 0 -
W2 bp = \/(62)2+ (6Y)% = V4,302 42,652 =505mm N
DF 3 | -6406| o0 0 0 .
O
EF [av2 | 2541 - 0 - v
e
x 1,649x10°3 0
__________ Se
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Alinea c)

® Rotacdo da barra BE: O

Solicitagdo do sistema virtual:

0,25 kN

§

SISTEMA REAL

-64,06 kN

-64,06 kN

SISTEMA VIRTUAL

sareas| (o) w0y | Nea | MATL | EA-200x10° x 10x10% = 2x10° kPaxm?
AB 3 | -9383 | -025 | 352x10% o=1,5x10°/°C
AC 5 |-131,9 7% 6,870x10*
AD 4 | 6406 O 0 0
AE 5 | 24,48 0'225 1,275x10
BE | 4 | 8245 L |-2748x10¢ 1x0p + 2ZRxassent. apoio = 2N % + 2NaATL
cD 3 | 63,28 | 0,125 | 1,187x10* | 5,625x10°
DE 3 | 63,28 | 0,125 | 1,187x10* | 5,625x10°5 O + %x0,00l =1,129 x10 7> + 1,125><10_4
CF 342 | 116,01 0 0 - 3
or | 3 | ea0s| o o o Op = 1,075x107 rad O
EF 3y2 | 25,41 - 0 -
z 1,129 x10% | 1,125x10*
versdo 0 10/16 Mét. Forgas — SAP hiperestatico



I isep

Instituto Superior de
Engenharia do Porto

TEORIA DE ESTRUTURAS

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA CIVIL

ISABEL ALVIM TELES

Alinea d)

e Deslocamento vertical de A: §

&
)

N
g
’

SISTEMA REAL

-64,06 kN

-93,83kN

?

EA=200x10° x 10x10* = 2x 10> kPaxm?

o=1,5x%x10"/°C

SISTEMA VIRTUAL

l1kN

A

0,375kN

L N N = NL —
BARRAS N— N.o.AT.L
(m) (kN) (kN) EA

AB 3 -93,83 0 0

AC 5 -131,90| -0,625 | 2,061x1073

AD 4 -64,06 0 0 0

- _ -4 — — X — —
AE 5 24,48 0,625 | -3,825x10 1x SX + 2R xassent. apoio = 2N % + 2NaATL
BE 4 82,45 0,5 8,245 x10™*
-4 -4 — —
cD 3 63,28 0,375 3,560x10 1,688x10 SX +0,5><(—0,001) = 3,215x10 3 + 3,375x10 4
DE 3 63,28 0,375 3,560x10* | 1,688x10*
8% =4,05x10° m = 4,05 mm

CF 342 | 116,01 0 0 }

DF 3 -64,06 0 0 0

EF 32 | -25,41 - 0 _

x 3,215x103 | 3,375x10*
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Alinea e)

0O né C tem um deslocamento vertical de 1 mm ({).

Para que a barra AB se mantenha horizontal, o né A terd que ter também um deslocamento vertical de
1mm (J). Como o né A tem um deslocamento vertical de 4,05 mm ({), o assentamento de apoio do n6 C
tem que produzir um levantamento(T) de 3,05 mm no nd A.

Se soubermos qual o deslocamento vertical do né A devido a um assentamento unitario do né C,
poderemos depois determinar qual o assentamento que produzird um levantamento de 3,05 mm.

Vamos entdo determinar qual o deslocamento vertical do né A devido a um assentamento vertical de
1mm (1) do apoio C.

Para proceder a este cdlculo, é necessdrio previamente calcular as reac¢des e esforgos instalados na
estrutura devido ao assentamento vertical de 1mm (1) do apoio C.

S = So + X1XS1 + XzXSz
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810+ 611. X, + 612. X,=0

8yt 831- X + 655. X5;=0

Ng L s1 N, L N, L
; 810 ZZNlﬁ_ZFextXAR 81122'\‘1ﬁ 81222'\‘1ﬁ
sendo:
5.0 = XN, Mol 5pse 0 s, Nt s N, Nt
20 = 2 A T ext XAg | 8= N2 EA 8y = N2 A
SISTEMA S1 SISTEMA S2

N, L N, L N, L N, L N, L
sarRas| o | oo | el I ol Byl el e
AB 3 0 -1 0 0 0 1,500x10° 0 0
AC 5 0 7%5 0,625v2 0 0 1,736x10° | -1,841x10° | 1,953x10°
AD 4 0 0 -2 0 0 0 0 4,000x10°5
AE 5 0 2?5 0,625v2 0 0 1,736x10° | 1,841x10° | 1,953x10°
BE 4 0 —% 0 0 0 8,889x10° 0 0
cD 3 0 -0,5 | -0,875v2 0 0 3,750x10°6 | 9,281x10°¢ | 2,297x10°
DE 3 0 |-05 [-0875v2 0 0 3,750x10°6 | 9,281x10° | 2,297x10°
CF |32 0 0 1 0 0 0 0 2,121x10°
DF 3 0 0 -2 0 0 0 0 3,000x10°
EF |32 - - 1 0 0 0 0 2,121x10°
z 0 0 6,611x10° | 1,856x105 | 1,974x10*
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810 = 2 N1 — R X Ag =o-(§xo,001J = —%xlO'S
8y0 = Z N, EAL ~IF2xAg =0-0=0

N, L 5
§;1=2 N; 1= =6,611x10
11 1 EA

N N, L )
812= 8= I Ny 2 2 =N, = 1,856x10

N, L i
8y2= I Ny - = 1,974x10 4

3 5 -5
80+ 8,4 X, +6,.X,=0 ~2x10" + 6,611x10 XX, +1,856x10 XX, =0
3 =
-5 4
[ 820+ 8510 Xy +65,-%,=0 0+1,856x10 XX, +1,974x10 xX,=0
X, = 10,328
X,= 0,974
Hy = (Hg)®+ Xy (Hg)S+ X, (Hy ) Hg = 0 + 10,328 X(~1) + (~0,974)x0 Hg= 10,328 kN «
_ _2y 4
Vg = (VB)SO+ Xl'(VB)Sl+ XZ'(VB)SZ Vg =0 + 10,328 x( 3) + (—0,974)x0 Vg = 6,885 kN 0
= =
He = (HC)SO"' XI'(HC)Sl+ XZ‘(HC)SZ Hc =0 + 10,328 X1 + (-0,974)x0 Hc= 10,328 kN —
= 2.,
Ve = (VC)SO"' X1-(Vc)51+ XZ'(VC)SZ Ve =0 + 10,328 x 3 + (-0,974)x0 V= 6,885 kN T

e Esforcos nas barras

S1 S2
Nbarra (Nbarra) +X1'(Nbarra) +x2'(Nbarra)

oarras | ol | | g (k"N)
AB 0 1 0 -10,33
AC 0 —%5 0,625v2 9,47
AD 0 0 \2 1,38
AE 0 %5 0,625v2 7,75
BE 0 —% 0 -6,89
cD 0 0,5 | -0,8752 -3,96
DE 0 0,5 | -0,875v2 -3,96
CF 0 0 1 -0,97
DF 0 0 -2 1,38
EF - - 1 -0,97
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SOLICITACAO

ESFORCOS E REACOES

e Determinacdo do deslocamento vertical de A devido a um deslocamento de 1mm (1) do apoio C

SISTEMA REAL

SISTEMA VIRTUAL

0,5kN

0,375kN

versdo 0
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EA=200x10°x10x 10* = 2 x 10° kPaxm?

L N N ~ NL
BARRAS N—
(m) (kN) (kN) EA

AB 3 -10,33 0 0

AC 5 -9,47 | -0,625 | 1,480x10*

AD 4 1,38 0 0
T, sV B . ~ NL
AE 5 | 775 | 0,625 |-1,211x10* Ix6, + 2Rxassent. apoio = 2N EA
BE 4 | -6,89 0,5 |-6890x10°
v =5

(o)) 3 | -39 | 0375 |-2,228x10° 65 +0,5x0,001 = -8,658x10
DE 3 | -39 | 0,375 |-2,228x10° §Y =-587x10 4m=-058 mm T
CF 32 | -0,97 0 0
DF 3 1,38 0 0
EF 32 | -0,97 - 0
z -8,658x10°

Assentamento de apoio de 1Imm (T) = 5X =-0,587 mm T

Qual o assentamento do apoio AC? = SX =-305mm T

c=39X1_ 550 mm 1T

0,587
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