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EXERCICIO PROPOSTO

Considere a estrutura representada na figura.

Barras ABCD
Seccdo: ver figura
Betdo: E=29 GPa

10 KN/m lso kN

Restantes barras
Perfil tubular:

100 mm x 100 mm
esp=5mm

Aco: E =206 GPa

~-15m = 3.0m l«—1.5m =]

Responda as alineas seguintes desprezando a contribuigdo do esforgo transverso.

a) Determine o deslocamento e rotac3o do ponto D;

b) Determine a rotacdo do ponto A;

c) Determine o deslocamento relativo dos pontos E e B;

d) Determine a variagdo do dngulo formado pelas barras BF e FC;

e) Confirme com o programa informatico FTOOL os resultados obtidos nas alineas a) e b).

RESOLUCAO

e Calculo das reaccdes e esforcos nas barras bi-articuladas

10 kN/m lso kN

f=—15m | 3m | 1.5m—=
>Kk=0 = Hp+H=0 Hyo=—141 kN «
>KR=0 = V,—30-10%x3-8=0 = V, =68 kN T
>Mp=0 = Hx2-8x1,5-30x6-10x3%3=0 He=141 kN —

versdo 0 1/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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NG E Barra EF = Ng =-141 kN (compressdo)
NrB -3
Nrc , , . cos o = e
NG F tga=% = da=arctg£=3369 = >
o 3 3 sen o= —=—
_>FW” - \/E
141 kN
{ 2. k=0
— 141 kN
2R =0 -—D
Neccoso+ 141 =0 T
68 kN
NFB+NFC senat =0
—D
Nec = —474/13 kN (compressdo) 141kN T E -141kn [F
~ 8 kN
Ngg = 102 kN (tracgdo) e 15m—] 3m e 15m ]

e Caracteristicas das barras

E =29 GPa = 29x10° kPa

Barras ABCD ) A= 0,40x0,3 = 0,12 m?
_ 040x0,30%

12

I =9x10* m*

o E = 206 GPa = 206 x10° kPa
Barras bi-articuladas EF, FB e FC

A= 0,10 x0,10 —0,09 0,09 = 1,9 x10™> m?

e Diagramas de Esforcos — sistema real

141

H ot m
A B c © b T D T
S+ 2m 2m

W
A
E @ ” ,uﬂg J J
-141
[~—15m | 3m | 1.5m —=] =—15m 3m | 1.5m —=]
ESFORCO AXIAL MOMENTO FLECTOR
(kN) (kNm)

BarraBC = M(z) =102 —34.z — 52 kNm

versdo 0 2/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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a) DESLOCAMENTO DO PONTO D

a1) Deslocamento vertical do ponto D

YRKR=0 = Hy+H=0 Ha= -3 kN «
SR=0 = V,-1=0 = {V,=1kN T
> My=0 = Hx2-1x6=0 H.=3 kN —
NG E Barra EF = Ng=-3 kN (compressdo)
Nrs cosS (x:i
) Nrc 2 _ 2 i \/B
NGO F tga = = o =arctg = =33,69 = >
P ,,,,q 3 3 sen Oczf
3kN F 13
2 k=0
2R =0

{NFccosoc+3 =0

NFB+NFC senol = 0

Nec = —/13 kN (compress3o)

Neg = 2 kN (tracgdo) —15m —=l 3m l~—15m—=

N ’
: o |

-3
1.5m : 3m : 1.5m— ~—15m : 3m : 1.5m—
ESFORGO AXIAL MOMENTO FLECTOR
(kN) (kNm)

BarraBC = M(z)=15-z kNm

versdo 0 3/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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e Aplicacdo do Teorema dos Trabalhos Virtuais (TTV)

Ix8) = N><Nd +IMXMd +ZN
| ] | |

barras barras
continuas bi-articuladas
jNXN dz % %3x4,5x141= 5,4698x10™ m
" 29%10 x0,12
— 3
MXM 4z = = o 225505 4 ] [(1,5—z)><(102—34.z— 522)] dz + —4X(ELAIXLS
EI 29%10°x9x10° 3 0 3

26100 |:76 5+ J(5Z +26, 522 —153. z+153)dz + 33,75

5 26 533 153

-3
26100 n 3 > 22232 | 153%3 + 33 ,75) = 8,448x10™° m

NNL_ 1 [-141x(-3)x1,5 + 102x2x2 — 47YIBx(—/13)xV13 | = 8,292x103 m

EA 206x10%°x1,9%1073

jNXNd +IMXM dz+ZNEA

89 = 54698 x10™ +8,448 X107 +8,292 X102 = 1,729 x10% m = 1,729 cm

az) Deslocamento horizontal do ponto D

1kN
~—Da

E

—15m—=f 3m ~—15m—=f

¢ Diagramas de Esforcos — sistema virtual

1
pall LTI TT TRy ., . 4

®
[\

2m 2m
E F
—15m—= 3m f=—15m—= —15m—=f 3m f~—15m—=]
ESFORCO AXIAL MOMENTO FLECTOR
(kN) (kNm)

versdo 0 4/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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e Aplicacdo do Teorema dos Trabalhos Virtuais (TTV)

Toch NxN MxM
Ix6p j dz + [FE7 dz + IVELES A
| | J
barras barras
continuas bi-articuladas
NXN 4, = 1 x1x4,5%141 = 1,823x10°4 m = 0,18 mm —
EA 29%10°%0,12
MxM
dz=0
El O°
~NL
N—==0
z E
h NxN MXM =N L
6y = I d+j' dz+ZNﬁ—018mm%

¢ Deslocamento do ponto D

§p = \/(5V) + (5p)° = J1,7292 40,0182 = 1,729 cm

as) Rotacao do ponto D

2K=0 = Hy+Heg=0 Ha=—0,5 kN «
ZFY=0 = VA=O = VA=O
Y My=0 = Hex2-1=0 He=0,5kN —
N6 Barra EF = Ngr=-0,5 kN (compressao)
Nre -3
N cos oL =
NG ’ =2 _ 2_ o V13
OF tga = = o =arctg = =33,69 = >
— e 3 3 sen o= —=—
0,5kN F J13
ZFXZO
szz

{NFC cosa+0,5=0

NFB +NFC seno =0

Nec= — OéS\/E kN (compressdo)
1 ~
Neg = 3 kN (tracgdo) —15m—= 3m —15m—=

versdo 0 5/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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¢ Diagramas de Esforcos — sistema virtual

0,5

> B &

‘—lﬂ +

A o Il |

-0,5
~—15m : 3m : 1.5m— ~—15m : 3m : 1.5m—]
ESFORCO AXIAL MOMENTO FLECTOR
(kN)

(kNm)

BarraBC = M(z):—lz kNm

3
¢ Aplicacdo do Teorema dos Trabalhos Virtuais (TTV)
1x6, = N><Nd MXM dz + ZN
| | |
barras barras
continuas bi-articuladas
NXN 4, — é x0,5%4,5x141 = 9,116x10™> rad
EA 29x10°x0,12
— 3
MxM [( 1 2 —45x%1,5%(-1) | _
—=2)x(102-34.z—- 5z )} dz + ———— | =
EI 29><106><9><10‘4 M 3 2
34 2
26100 [j( 5734 z)dz + 33 75]
1 5 34 3 _34 _ _ -4
= 36100 53 9 345 = x3% — 33,75) = 6,284x10™* rad
yNNL L ; [—141><(—0,5)><1,5 +102xEx2 — O’Sx/ﬁ)x«/ﬁ} -
EA  206x10°x1,9x10 3 3

=1,382x1073 rad

INXNd + jMXM dz + INNL

EA
6, = 9,116 x10™ +6,284 x10™ +1,382 10 = 2,102 x107> rad C

versdo 0

6/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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b) ROTACAO DO PONTO A

1kNm

0,5kN
—_—

o,
E -0,5kN
~—15m J 3m | 1.5m —=]

¢ Diagramas de Esforcos — sistema virtual

0,5
. B
g>cA B c © b T D T
Sl 2m 2m
N\

; @ J J

pE 8 3
-0,5
~—15m } 3m } 1.5m—=] [~—15m } 3m } 1.5 m —=f
ESFORCO AXIAL MOMENTO FLECTOR
(kN) (kNm)
BarraBC = M(z)= 1—%2 kNm
- N><N M><M —N L
e Aplicacdo do TTV Ix0, = [Fodz+ [F5p-dz+ INZE
| || |
barras barras
continuas bi-articuladas
NXN 4, — %3 x0,5%4,5%141 = 9,116x10> rad
EA 29x10°x0,12
— 3
l\/IXMdz = 61 7] 102x1,5x1 + I[(l—lz)x(102—34.z— 522)} dz | =
EI 29%10° x9x10” 2 oL 3
19 2
26100{76 5+j( +5 7 —68. z+102)dz]
5 4 19,3 68 .2 -3
76,5 +=>3% + 2233 _ 88,32 | 102x3) = 6,408x10°3 rad
26100 ( 12 9 25 X3) = 6,408x10 ra
yNNL - L ; [—141><(—o,5)><1,5 +102x1x2 — 47\/13x(—%\/ﬁ)x\/13} -
E 206x10°x1,9%10° 3 3
=1,382x1073 rad
jNXN dz +j'V'X'V' dz + ZN = 9,116x10° +6,408x10°3 +1,382x1073 = 7,881x103 rad C

versdo 0 7/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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c) DESLOCAMENTO RELATIVO E-B

Como o ponto E est3 fixo (apoio sem assentamento), o deslocamento relativo dos pontos E e B (3¢5 ) serd
igual ao deslocamento do ponto B na direccdo EB (0, . &5 )-

_ 2 _ 2 _ °
tgP= is = B =arctg 1'5—53,13
cos p=0,6
p
sen B=0,8
S K=0 = Hy+Hg+ 1xcosp =0 Hy= 0
|’¥) YR=0 = Vy+ 1xsenp =0 = {Vv,=-08kN |
> Mpy=0 = Hgx2 + 1xsenBx15=0 Hp=—0,6 kN «
NG E Barra EF = Ngr=0,6 kN (tracgdo)
Nrs Nrc 3
Cos GZE
. 2 2 °
o = = = - =
NoO F o‘skN o tga 3 = o =arctg 3 33,69 = e (xzi
: J13
> k=0
ZFV—O

{NFccosoc—o,e =0

NFB+NFC seno =0

Nec = 0,24/13 kN (traccdo)

Neg = —0,4 kN (compressdo)

versdo 0 8/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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¢ Diagramas de Esforcos — sistema virtual

of 06 /(<<\ o ok
OO i Too
q..:
°| @ «5‘“ 2m
o¥ J
g E 0,6 F
~—1.5m : 3m : 1.5m —= ~—1.5m—= 3m ~—1.5m—+]
ESFORGCO AXIAL MOMENTO FLECTOR
(kN) (kNm)

BarraBC = M(z)=-12+0,4z kNm

¢ Aplicacdo do Teorema dos Trabalhos Virtuais (TTV)

NXN MXM
S iiE j d+f dz+ZNA
| |
barras barras
continuas bi-articuladas
jNXN dz 1 x0,6X3x141 = 7,293x1075 m
~ 20x10 x0,12
3
jMXMdz - - . 102x(1,2)x1,5 , 1 [(—1,2+O,4z)><(102—34.z— 522)] dz
29%10° x9x10° 3 0
1 3 3 2
= 56100 —61,2+£(—22 —-7,62°+81,6.2-122,4)dz
2.4 76 81,6 .2 _ 3
26100 (-61,2 3 5 > 122,4%3) = —6,517x1073 m
yNNL - 1 [-141%0,6x1,5 + 102x(-0,4)x2 — 4713 x0,2y13x 13| =

EA  206x10°x1,9x103
= —1,658x10°> m

_ (NxN MxM NL
SB-dirﬁ_IEAd + ep dz+ INTo
8y g5 = 71293x10™° —6,517 x10™ ~1,658 x10 = ~8,102 10 m
6 =6 — = —8,102 mm (os pontos E e B aproximaram-se)

E-B B -dir EB

versdo 0 9/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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d) VARIACAO DO ANGULO BFC

~—15m—=f 3m =~—1.5m—=]
Nrs Nrc
N6 F (AT tga= 2
- —Q T 3
0,5kN 3 ]
T\ — kN
{13
2 k=0
> F =0

Ngc cosa+0,5 — %senaz 0

Neg +Necsenal + %cosaz 0

—15m—=f 3m ~—1.5m —=]

3

Cos Ol = —

= (>L=arctgg=33,69o = V13
3 _ 2

sen 0l = —

J13

Nec = —1'?5 kN (compressdo)
13 l=—1.5m | 3m | 1.5 m —=
Neg = 0
e Diagramas de Esforcos — sistema virtual
0,5
4
Po—=rF & Po— & 2
A B c D T A B c D T
95 2m 2m
o &
f‘){'b J J
E F E F
~—15m : 3m : 15m—= ~—15m : 3m f=——15m—
ESFORCO AXIAL MOMENTO FLECTOR
(kN) (kNm)
versdo 0 10/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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e Aplicacdo do Teorema dos Trabalhos Virtuais (TTV)

Tx AQgre = jNXNd + jMX'V' dz + NE .

] L J
barras barras

continuas bi-articuladas

NxN 4, é x0,5%3x141 = 6,078x10™ rad
EA 29x10°x%0,12
MxM . _
3 dz=0
- 47\/Ex(—%)x\/ﬁ
TNNL - V13 6494x10"* rad
E 206x10°x1,9%10

NXN MXM SN L
AQgec = I dz+j dz + XN A

A@gec = 6,078 X107 +6,494 x10™ = 7,102x10 rad (0 4ngulo BFC aumentou)

versdo 0 11/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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e) PROGRAMA FTOOL

10,00 kNfm §l
e JUHLTTL
E
GEOMETRIA o
mwr
e — —
| 150 m 300m ! 1.50 m !
144.000 141.000 ‘
1441.000 kN ?
ESFORCO TRANSVERSO g g
(kN) :
,@q‘@h
144.000 kN
141,000
-45 a5
o el M
121 kN %
MOMENTO FLECTOR & 10z[102
(kNm)
4&)97_
1941 kN
DEFORMADA
194 kN — i

versdo 0 12/13 TTV — Estrutura mista isostatica
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Deslocamentos e rotacdes obtidos com o programa FTOOL

Node
Results

Deslocamento e rotacdo do ponto D Nodal

Displacements:

Dx = 1.823e-002 cm
Sentidos positivos: | ”1-) Dy =-1.729e+000 cm

Rz =-2.105e-003 rad

Member
Displacements and Rotations

Init:
Rotacdo do ponto A Dx: 0.000e+000 cm
Dy: 0.000e+000 cm

Rz: -7.881e-003 rad
Sentidos positivos: |':)

End:

Dx: 6.078e-003 cm
Dy: -1.036e+000 cm
Rz: -4.950e-003 rad

versdo 0 13/13 TTV — Estrutura mista isostatica



