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EXERCICIO

Considere a estrutura de betdo (E=30 GPa; a=1,2x10° /°C) constituida por dois pilares e uma viga com
seccOes rectangulares conforme representado na figura.

Para além do carregamento, a estrutura estd submetida a seguinte variagdo de temperatura: -10 °C no
exterior e +25°C no interior.

O apoio A sofreu um assentamento de 5 mm.
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Responda as alineas seguintes desprezando a contribuicdo do esforgo transverso.
a) Determine o deslocamento do apoio A;
b) Determine a rotagdo do pilar no apoio B;

c) Determine que forca horizontal deverd ser aplicada em D para que o apoio A ndo sofra qualquer
deslocamento horizontal.

RESOLUCAO

e (Calculo das reaccoes — sistema real

2Fx=0 50 kN/m
2 Fy=0 10 kN
D
2 Mg =0 T ¢ T
1.5m
2m
Hg+10-60=0 60 kN
<
VA+VB—50><5:0 i A
,,;% 1.5m
10x3-50x5%2,5-60x1,5+5 V5 = 0
VAT B HB i
Hg = 50 kN — /;Z%
}_—
5m |VB
Vg =113kN T
V,=137kN T

versao 0 1/8 TTV — Estrutura continua isostatica



Engenharia do Porto TEOREMA DOS TRABALHOS VIRTUAIS
ESTRUTURA CONTINUA ISOSTATICA

Isabel Alvim Teles

isep Instituto Superior de TEORIA DE ESTRUTURAS

Licenciatura em Engenharia Civil

50 kN/m
10 kN
—_—
T c D T
1.5m
2m
60 kN
e
A
WAW 1.5m
137 kN T B | S0kN i
T
IN—
om | 123kN
e Diagramas de Esforcos — sistema real
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Esforco axial N (kN) Momento flector M (kNm)

Barra CD — expressdao do momento flector: M(z)=137x2 —25x22

Alinea a) - Deslocamento do apoio A

O deslocamento vertical do apoio A corresponde ao seu assentamento, ou seja: 8% = 5 mm ¢

Passemos ao calculo do deslocamento horizontal do apoio A.

¢ Deslocamento horizontal de A — sistema virtual

¢ D

D Fx=0 T

> M=0 i 1kN o
Al—>
Vs

Hg =1kN <« OIZkNl 5 1kN

Vg =02kN T ﬁ%

’_—
Vo=02kN om ] 0,2kN

versao 0 2/8 TTV — Estrutura continua isostatica
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e Diagramas de Esforcos — sistema virtual
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Esforco axial N (kN) Momento flector M (kNm)
Barra CD — expressdo do momento flector: M(z)=2+0,2xZ
PILARES EA = 30x10° x0,30x0,40 = 3,6x10° kPaxm’
Barras AC e BD
(bxh) = 0,30x0,40 m? |  EI = 30x10° x %_ 4,8x10" kPaxm®
VIGA EA = 30x10° x0,30x0,50 = 4,5x10° kPaxm’
Barra CD 6 0,30%0,50 4 4
(bxh) = 0,30x0,5 m” EI = 30x10 ’;—25_ 9,375x10" kPaxm

TEOREMA DOS TRABALHOS VIRTUAIS (desprezando a contribui¢ao do esforgo transverso):

- — — T T
Ty&h =y ) — [NxN MxM N inf " sup
1x6, + Z(Rxassent.apmo)— I EA dz +I i dz + IN.a.Tm.dz +I|V|.(l H .dz

J‘ NxN dz IA I\IIEXAN dz IB NExAN dz J‘C I\IIEXAN dz =

= —[o 2x(~137)%x2 +(=0,2)x (- 113)><3]+—6[(—1)><(—10)><5]= 14,722x10°°
3,6x10° 4,5x10

MxMy, — jMdz + jMdz — ~3,5156x10°> —18,1556x10"> = —21,6712x10"
El EL |, El .
ilare Viga
DMXMdz} -1 [1 SX(75)x15 | 1, 5(2 1,5%(=75)+1,5%(— 60)+3><(—75)+2x3x(—60)}=
. 4 3
pilares 4,8x10

= —1 (56,25-225) = ~3,5156x10"
4,8x10

versao 0 3/8 TTV — Estrutura continua isostatica
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DMdeZ}

9 375x10"

j (2+0,2xZ)x(137xZ —25%Z%)dz =

Viga
= j (5x2> +22,6x2% —274x2)dz =
9 375><10
4 22,63 2 > 3
=+4[§z 25073 274, } — ~18,1556x10"
9,375x10”" L4 3 2 0
2
[N N x75x[N
N.o.T,.dz = oc.Tm.J.N.dz =1,2x10 ><7,5><J.N.dz =
= 1,2><10'5><7,5><(0,2><2—1><5—0,2><3) = —4,68><10'4
0
Barra AC Ting=227C 0 Tt ~Towp _25-(-10) _g- ¢
(h:O,4O m) T =_-10 OC h 0,40 !
sup
)
Barra CD Ting=25"C Tin _Tsup 25—(-10)
= = =70
(h=0,50 m) T =-10° h 0,50
sup
)
Barra BD Tinf=—10°C N Tint _Tsup _ (-10)-25 ~ _875
(h:O,4O m) T — 250C h 0,40
sup
— Tinf _Tsup -5 — C 5 — D 5 — D
IM.a—.dz =1,2x10 ><87,5><[[M dz] +1,2x10 ><70><[[M dz] + 1,2x10 ><(—87,5)><[[M dz] =
h A C B
= 1,05x10'3x% + 0,84x10'3x_2+2( 3) 5 — 1,05x10 3><3>2<—3_
= (-2,1-10,5-4,725)x10" = ~17,325x10°3
Ix8 + Z(ﬁxassent apoio): IMdz +JMX—Mdz + IN o.T .dz +IM ocTinf ~Tsup dz
A . EA EI . . m- . h .
h 3 6 3 4 3
6A +0,2x0,005 = 14,722x10 ~ — 21,6712x10 " — 4,68x10 " — 17,325x10
8h = —4,04x10%m = —4,04 cm = —40,4 mm <o
h
GX = 5mm ¢ O
s
5, = \/(5*,;)2 +(6%)2 =4/(40,4% 5% = 40,7 cm & N S—
versao 0 4/8 TTV — Estrutura continua isostatica
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Alinea b) - Rotagdo do apoio B
e Rotacdo de B —sistema virtual
> Fx=0 c =
> Fy=0 T
2m
> M=0 J o
A
HB =0 Ve ikN
2 m
Vg =02kN T 0, kNl %
Vo=02kN { i 5m TO,ZkN

e Diagramas de Esforcos — sistema virtual
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Esforco axial N (kN) Momento flector M (kNm)
Barra CD — expressdo do momento flector: M(z)= —0,2xZ

TEOREMA DOS TRABALHOS VIRTUAIS (desprezando a contribui¢ao do esforgo transverso):

— — — T..-T
1 R io) = [NxN MxM N _inf _“sup
1x0g +Z(Rxassent.ap0|o)—jEA dz +I ET dz+IN.a.Tm.dz +I|V|.OL H .dz

NXNdZ — JC NXNdZ +jD NXNdZ +JD NXNdZ —
EA A EA B EA C EA
= —1 [0,2x(~137)x2 +(~0,2)x(~113)x3]+ 0 = 3,611x10°

3,6x10

versao 0 5/8 TTV — Estrutura continua isostatica
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jMXMdz - [JMXMdz} n [JMdz} — —3,28125x10™> —1,4311x10°> = —4,71235x10™>
Pilares Viga

ET
D‘Mdez} 1 4[1><(—75)x1,5+—75—60X1’5X1}:L7,542_3’28125X10-3
pilares  4,8x10 2 2 4,8x10
6
DMXMdz} =+4j (=0,2xZ)x(137xZ-25x2%)dz =
viga 9,375x10" °°

= —4j (5xZ°% —27,4x2)dz =
9,375x10

5
1 [523_M22} = ~1,4311x107
9,375x10% L3 2 o
~10+25 0

J.W.oc.Tm.dz = oc.Tm._[W.dz = 1,2x10'5x7,5xjﬁ.dz =

= 1,2><10'5><7,5><(0,2><2—0,2><3) = —1,8><1O'5

(0]
Barra AC Ting=25"C N Tinf _Tsup _25-(-10) _875
(h=0,40 m) T =-10°% h 0,40 '
sup
(o]
Barra CD Ting=25"C Tint _Tsup 25—(-10)
h o. h =050 0
(h=0,50 m) Teup=—-10°C ’
o
Barra BD Ting=—-10"C N Tinf _Tsup _ (-10)-25 _ _875
(h=0,40 m) T =25%% h 0,40 '
sup
T -T _ _ _
IM,au_dz - 1,2><10‘5x87,5x[|'|v| dz ]C +1,zx10‘5x70><[[|v| dz ]D+1,z><10‘5x(—87,5)><[|'|v| dz ]D=
h A C B

-0+ 0,84x10° x 125 1,05x10> x(1x3) = —5,25x107>

= — T..-T
= = - ) _ (NxN M><M N inf sup
1x0g + Z(Rxassent.apmo)— j EA dz +I dz + jN.oc.Tm.dz +J.|V|.OLT.dZ
-6 3 5 -3
05 +0,2x0,005 = 3,611x10 ~ —4,71235x10 ~ —-1,8x10 ~ - 5,25x10

0 = —1,098x107 rad = —0,629° {)

versao 0 6/8 TTV — Estrutura continua isostatica
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Alinea c)
F
Na alinea a) foi determinado o deslocamento horizontal do ¢ D
apoio A: 8h = 4,04x1072m = 40,4mm <
Pretende-se calcular a forca horizontal a actuar em D que 40.4mm
anule esse deslocamento. Ou seja, quando na estrutura AXot
actua uma forga horizontal F, o deslocamento do ponto A ™
. h
deverdaser: 6, = 40,4Amm -o> B
A L
Sistema real Sistema virtual
F
—{’ Cc D —> —{’ c D
2m 2m
i 3m i ikN 3m
A _ot'zg,4mm A
o,sFl A F o,szl NETY
o o
’-—Sm——To'GF }‘—Sm——TO,ZkN
e Diagramas de Esforcos — sistema real -3F
c o D c/ﬂﬂ’ﬂ—mwmmw D
) |
w —
2m\Q — 2m
o :u_
i 10 83m i —®—'; 3m
A — A
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T770777777 || T777777777
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Esforco axial N (kN) Momento flector M (kNm)
e Diagramas de Esforcos — sistema virtual 1
c - D c D
> [ ]
2m N — 2m
o -
i 10 g‘ 3m J —®—~ 3m
A —| A
= B
N A
P m e sm

Esforco axial N (kN)

Momento flector M (kNm)

versdo 0

TTV — Estrutura continua isostética
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TEOREMA DOS TRABALHOS VIRTUAIS (desprezando a contribui¢ao do esforgo transverso):

— — — T...-T
T = ) — (NxN MxM N inf sup
1x3, +Z(Rxassent.ap0|o)—IEA dz +I ET dz+IN.a.Tm.dz +IM.OL H .dz

JNXNdz = IA I\IIEXANdZ +IB I\IIEXANdZ jc I\IIEXANdZ =

= —1_[0,2x0,6 Fx2+(-0,2)x(-0,6 F)x3]+0 = £x10°
3,6x10 6

j'V'X'V'd IMXMdz + jMdz = 1,875 Fx10™* +29F »10™ = 4,0083 Fx10™
El Pilares Viga 9,375

El )
UMXMdz} =1 P3PS 3F __q875Fx10"
Pilares  4,8x10 3 1,6x10
DMXMdZ} S L 3By gug) o 20F g0
Viga  9,375x10 6 9,375
= ¢h Z(_ . ) NXN MXM — — Tinf _Tsup
1x6, + 2(Rxassent. apoio ) = J.ﬁdz +I?dz + IN.oc.Tm.dz +IM.QT.dz

1x40,4x1073 = %xlo‘6 + 4,0083 Fx10™

F = 100,75 kN —

versao 0 8/8 TTV — Estrutura continua isostatica



